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Predmluva

Jiz velmi dlouho jsem chtél napsat praci, ktera by teoreticky zd@vodnila nebo
vyvratila rizné empirické metody pouzivané pri sefizovani regulac¢nich smy-
¢ek v pramyslu. Vedly mé k tomu zejména dva duvody. Za prvé, dlouhd léta
pusobim v primyslu v oblasti fizeni procest a soucasné mam rad teorii auto-
matického Fizeni. Za druhé, navzdory obrovské inflaci teoretickych pojednani
o syntéze regulatort v poslednich 50-ti letech, jsou empirické ¢i inZzenyrské me-
tody natolik oblibené a rozsifené v prumyslu, Ze se staly zakladem algoritmu
pro automatické sefizovani parametri pro prevaznou vétsinu kompaktnich re-
guldtori uvedenych na trh v poslednich 15-ti letech. Skutec¢nost, Ze vyrobci
reguldtord témér jednoznac¢né davaji prednost empirii pied teorii, je jisté velmi
provokujici.

K definitivnimu rozhodnuti, Ze se o to skutecné pokusim, jsem dospél pri-
blizné pred tremi lety po opakovaném precteni slavného ¢lanku Zieglera a Ni-
cholse z roku 1942 o optimalnim sefizovani regulatorid. V tomto ¢lanku jsou
popsany dvé nejznaméjsi a nejuzivanéjsi empirické metody, pro rychlé ,opti-
malni“ nastaveni regulatorti na zdkladé jednoduchého experimentu, kterym se
uréi pouze dvé charakteristickd cisla fizeného systému. Jak prekvapivé malo
staci znat o fizeném procesu, abychom mohli podle téchto metod urcit opti-
mélni parametry reguldtoru! Pfitom autofi své metody nijak nezdivodiuji a
pouze slibuji, Ze az dozraje matematické odvozeni, bude publikovano. Zda se, Ze
k tomu zatim nedoslo. Alespon ja jsem nenasel zadné uspokojivé zdivodnéni.
Vsechny mné znamé prace tykajici se metod Zieglera a Nicholse maji podobné
jako ptivodni ¢lanek empiricky charakter. Do této kategorie patfii ¢etné a velmi
dobfe zndmé prace Astroma a jeho spolupracovniki z poslednich 20-ti let.

Tato prace je vénovana podrobné teoretické analyze a zobecnéni jedné z Zie-
glerovych — Nicholsovych metod. Jde o tzv. frekvencéni metodu, kterd pro navrh
P, PI a PID regulatoru pouziva znalosti jediného bodu frekvené¢ni charakteris-
tiky fizeného systému, odpovidajictho fazovému zpozdéni 180°. K tomu, aby
mohla byt zminéna analyza provedena, je nejprve nutné novym zptsobem de-
finovat tlohu navrhu regulatoru pro pripad, kdy je Fizeny systém popsan jis-
tou apriorni informaci a nékolika malo experimentalné urCenymi charakteris-
tickymi ¢isly. Na rozdil od bézné formulace navrhové tlohy, kde navrhujeme
regulator pro jediny nominalni model, je nutné zde pracovat s tzv. mnozino-
vym modelem, ktery obsahuje vSechny pfipustné systémy, vyhovujici aprior-
nim informacim a experimentalné ziskanym charakteristickym ¢islim. Reseni
takto definované ulohy si vyzadalo vybudovat dosti hluboky matematicky apa-
rat, ktery jak doufam muze byt dale podstatné zobecnén. S jeho pomoci je
ukazano, Ze puvodni Zieglerova-Nicholsova metoda je velmi nespolehlivé, pre-
kvapivé i v pripadé, kdy se omezime pouze na ,,velmi rozumné“ fizené procesy.



Jeji pouziti v takovémto pripadé pro PI regulator muze dokonce vést na nesta-
bilni uzavienou smycku. Takto je soucasné dokazano, ze dosti rozsifené reléové
PI(D)-autotunery zalozené na identifikaci kritického zesileni a kritické periody
kmitd mohou i pro ,rozumné“ procesy davat zcela Spatné parametry regula-
toru. Hlavni vysledky této prace jsou vSak pozitivni. Zde rozvinuty novy pii-
stup k navrhu robustnich regulatori umoziuje vhodné modifikovat a zobecnit
Zieglerovu-Nicholsovu frekvenéni metodu. Tak se z nespolehlivé empirické me-
tody stava spolehliva teoreticky podloZzena metoda s presné vymezenym oborem
aplikovatelnosti. Metoda s témito vlastnostmi a pritom stejné jednoduché jako
puvodni inZenyrskd metoda se zda byt idealni pro realizaci prumyslovych auto-
tunerd.

Na zavér bych rad podékoval vSem mym kolegtim, kteri byli ochotni se mnou
diskutovat o problémech tykajicich se této prace. Zvlastni dik patii P. Baldovi,
M. Stétinovi, J. Mosnovi, J. Melicharovi a E. Janeckovi, ktefi cetli ¢asti rukopisu
této prace. Upiimné dékuji také profesorovi P. Zampovi, ktery mné vytvoril
prostor pro dokonéeni mé prace na své katedfe kybernetiky FAV ZCU v Plzni.

Milos Schlegel

Plzen, 29.2. 2000
Katedra kybernetiky
FAV ZCU v Plzni



Kapitola 1

Uvod

Jednoduché ¢i jednosmyckové kompaktni regulatory se pouzivaji v pramyslu jiz
vice nez 65 let. Zhruba pfed Sedeséti lety uvedla na trh firma Taylor Instruments
prvni (tehdy je$té pneumaticky) reguldtor s derivacni slozkou. Od té doby pro-
béhl bouflivy vyvoj. Od pneumatické implementace se preslo na analogovou a
poté na soucasnou mikroprocesorovou technologii. Zajimavé vsak je, ze zakladni
funkéni vlastnosti primyslového regulatoru se v podstaté nezménily. Zakonem
fizeni vytrvale zlistava standardni PID algoritmus. Stale stejny problém musi fe-
§it i regula¢ni technici, ktefi sefizuji dva ¢i t¥i volné parametry PI(D) reguldtoru
v procesu uzavirani regulacnich smycek. Bez nadsazky lze tvrdit, ze vybér typu
reguldtoru a sefizeni jeho parametrt (pfipadné spolu s navrhem akéniho ¢lenu)
jsou zékladnimi problémy priimyslové regulace. Uspésné ¢i netispésné zvladnuti
téchto ¢innosti ma v konkrétnim pripadé obvykle zna¢né ekonomické disledky.
Navzdory tomu neni vétsina regulatorti v pramyslu (u nés ani ve svété) vhodné
navrzena nebo sefizena. Mnoho z nich dokonce pracuje v oteviené smycce a
vyzaduje neustalou pozornost ,nenahraditelného“ operatora. V soucasnosti se
v prumyslové praxi pouzivaji zhruba ¢tyfi postupy navrhu regulatort typu PID:
metoda pokus-omyl, analytické metody, inzenyrské metody, automatické seri-
zeni.

Metoda pokus—omyl je nejéastéjsSim postupem. Spociva v piimém experi-
mentovani s uzavienou regula¢ni smyckou. Metodou pokus-omyl jsou voleny
hodnoty parametrii regulatoru a podle tvaru odezvy se subjektivné usuzuje
na jejich vhodnost. Pro zefektivnéni se Casto pouzivaji rizna empirickd pravi-
dla. Tento postup, provadi-li ho zkuSeny expert, mtze byt relativné tspésny
v pfipadé dobfe regulovatelnych systému s celkovou dobou odezvy nepiekracu-
jici nékolik malo minut. Pro pomalejsi systémy je vSak nepouzitelny z divodu
extrémnich naroki na cas.

Analytické metody jsou v praxi pravdépodobné nejméné pouzivané. Jejich
princip spo¢iva v ndvrhu regulatoru nékterou z analytickych metod (pro prehled
viz [29]) na zdkladé matematického modelu Fizeného systému. Tento postup je
ve shodé s obecnym pristupem soucasné teorie automatického rizeni. V pripadé,
kdy lze ziskat uspokojivy model pomoci matematicko-fyzikalni analyzy, muze
byt tento postup velmi uziteény. Bohuzel v primyslu jsou takové situace velmi
fidké. Ziskani dostateéné presného modelu experimentalni identifikaci je velmi
nakladné a vétsinou i obtizné proveditelné.

InZenyrsky postup je jakymsi kompromisem mezi dvéma predeslymi me-



todami. Prvotni hruby navrh reguldtoru je proveden na zékladé nékolika ex-
perimentalné snadno zjistitelnych charakteristickych ¢isel fizeného systému.
Pripadné doladéni hodnot parametrid regulatoru se provede metodou pokus—
omyl. Typickymi reprezentanty tohoto postupu jsou dvé popularni Zieglerovy—
Nicholsovy metody [1]. Tzv. ¢asova metoda vyuzivd pro nadvrh pocatku piecho-
dové charakteristiky. Z néj se urc¢i doba prutahu a maximalni strmost nabéhu a
pomoci empirickych vztahti se tato dvé charakteristicka ¢isla procesu prepoctou
na parametry regulatoru. Princip frekvencéni metody je obdobny s tim rozdilem,
ze uziva jind dvé charakteristickd cisla — kritické zesileni a periodu kritickych
kmitid, tedy znalost jediného tzv. kritického bodu frekvenc¢ni charakteristiky.
Kromé znalosti charakteristickych ¢isel se u téchto metod navic predpoklada, ze
Fizeny systém ma monoténni prechodovou charakteristiku.

Automatické serizovdni lze pouzit pouze tehdy, méa-li nasazovany reguldtor
nebo Fidici systém zabudovanou pfislusnou funkci automatického nastavovani—
tzv. autotuner. Vétsina kompaktnich reguldtori uvedenych na trh v poslednim
desetileti je touto funkci skute¢né vybavena. Uzivatel v tomto pripadé jedno-
duse stiskne tlacitko nebo vysle povel regulatoru a cely proces sefizeni regulac¢ni
smycky probéhne zcela automaticky. V prevazné vétsine€ existujicich autotunert
probiha vypocet parametri regulatoru podle obecného schématu na obr. 1.1.
V identifika¢nim experimentu je fizeny systém néjakym zpisobem vybuzen a
ze zméfené odezvy jsou odhadnuta obvykle dvé nebo tii charakteristickd cisla
procesu. Ta jsou potom pomoci empirickych vztaht prepoctena na parametry
PI(D) regulatoru.

charakteristicka parametry

roces ——» o
P gisla procesu PI(D) regulatoru

/\

identifika¢ni empirické
experiment vztahy

Obrazek 1.1: Obecné schéma ,empirického* autotuneru

Ackoli nékdy mohou byt charakteristicka ¢isla interpretovana jako parametry
jednoduchého modelu procesu (napf. systému 1. fddu s dopravnim zpozdénim),
neodpovidaji prislusné vztahy pro prepocet charakteristickych ¢isel na parame-
try regulatoru obvykle zadné analytické metodé vychazejici z modelu procesu.
Typickym piikladem schématu na obr. 1.1 jsou autotunery firem Siemens [37],
Alfa Laval, Honeywell, Fisher-Rosemount, ABB [29] a mnoha dalsich, které vy-
uzivaji razné varianty Zieglerovych-Nicholsovych metod. Vyrobci regulatori a
fidicich systému davaji tedy zcela zietelné prednost empirickym metodam pied
v8emi vysledky moderni teorie Fizeni a to dokonce i navzdory dobfe znamé sku-
teCnosti, Ze jejich ,empirické* autotunery jsou velmi nedokonalé a nespolehlivé.

Popsany stav vyvolal v poslednich letech vétsi z4jem akademickych pracovist
o inzenyrské metody sefizovani regulatori. Mnoho praci bylo vénovano pfede-
v8§im nejvice popularnim Zieglerovym-Nicholsovym metodam, které byly opa-
kované upravovany. Nejvyznamnéjsi v tomto sméru jsou nepochybné prace As-
troma a jeho spolupracovniki [4],[5],[7],[11],[12],[23],[29], [30],[38],[39],[42],[43].
Velkou odezvu vyvolal ¢lanek [12], kde je popsana idea reléového autotuneru.



Ve skute¢nosti vsak byla stejna myslenka publikovana mnohem dfive Rotacem
[6]. V praci [42] jsou obé Zieglerovy—Nicholsovy metody vylepSeny pfidanim
dalsiho (t¥etiho) charakteristického ¢isla — statického zesileni Fizeného systému.
Vysledkem jsou mnohem spolehlivéjsi, avsak stdle empirické metody bez presnéj-
$tho vymezeni oboru aplikovatelnosti. Poznamenejme jesté, ze pfidanim tfetiho
charakteristického ¢isla se stava identifikaéni experiment ¢asové naroc¢néjsi, a
tudiz méné vhodny pro realizaci ,,rychlého* primyslového autotuneru.

apriorné pfipustné

systémy
N mnoZzinovy robustni

mode regulator
charakteristicka

proces —» ..
Cisla procesu
feSeni Ulohy
RNR
identifikacni
experiment

Obrézek 1.2: Obecné schéma nového robustniho autotuneru

V této praci je rozvinut novy pristup k robustnimu navrhu primyslovych
reguldtort motivovany Zieglerovou—Nicholsovou frekvenéni metodou (dale jen
ZNF). Zékladem tohoto pfistupu je tzv. mnozinovy model procesu, ktery je
definovan jako mnozina pripustnych pfenosti, které vyhovuji informacim dvo-
jiho druhu o Fizeném systému: apriorni informaci a informaci ziskané méfenim
v identifika¢nim experimentu. Apriorni informace urcuje tvar pfenosu a ome-
zeni na polohu pélu. Jejim cilem je vydélit z mnoziny vSech linearnich systému
presné definovanou a relativné tizkou mnozinu ,rozumnych systémii, pomoci
nichz lze dostateéné presné popsat uvazovany okruh realnych technologickych
procesi. Systémy z této tfidy budeme nazyvat apriorné pfipustnymi systémy.
Informace ziskana méfenim se sklada podobné jako u inzenyrskych metod z né-
kolika malo charakteristickych ¢isel procesu. V této praci to budou vyhradné
charakteristicka ¢isla urcujici jeden nebo dva body frekvencni charakteristiky.
Vsechny apriorné pripustné prenosy s namérenymi charakteristickymi ¢isly tvori
dohromady mnozinu p¥ipustngch systémii neboli mnozinovy model. Uloha ro-
bustniho navrhu regulatoru spoc¢iva nyni v nalezeni takového regulatoru, ktery
zajisti splnéni stanovenych pozadavkl pro libovolny systém patfici do mnoziny
pfipustngch systémil (do mnozinového modelu) a ktery souc¢asné minimalizuje
zvolené optimaliza¢ni kriterium. Cely tento postup uréeni parametri regula-
krok je zde feSeni tilohy robustniho névrhu regulatoru (RNR), nebot mnoZinovy
model je typicky velmi obtizné charakterizovatelnd mnozina vysoké dimenze.
Nastésti lze za rozumnych pfedpokladi dokazat, ze pro Gcely nalezeni feSeni je
mozné tuto mnozinu nahradit jistou dobife charakterizovatelnou mnozinou s di-
menzi jedna — tzv. reprezentativni podmnozZinou. Tento zakladni vysledek nam
nejprve umozni jasné ukazat, ze ptuvodni ZNF metoda a téz vSechny jeji mo-
difikace vychazejici ze znalosti kritického bodu frekvenéni charakteristiky jsou



velmi nespolehlivé a to dokonce i v pfipadé ,rozumnych” fizenych procesi. Na-
ptiklad navrh PI regulatoru ZNF metodou pro bézné statické systémy s mono-
ténni prechodovou charakteristikou mutize vést na nestabilni uzavienou smycku.
Konstruktivni popis reprezentativni podmnoziny nam dale umozni efektivné fe-
§it vSechny potfebné tlohy RNR vedouci k teoreticky podlozenym modifikacim
ZNF metody.

Za prvé ukazeme, Ze za jistych rozumnych apriornich predpokladt lze na-
vrhnout ,,vyhovujici“ PI(D) regulator pouze na zékladé znalosti jediného chytie
vybraného bodu frekven¢ni charakteristiky procesu. Fazové zpozdéni takového
bodu je vSak na rozdil od ZNF metody podstatné mensi nez 180°, a navic zavisi
na typu regulatoru a na pozadované bezpecnosti ve stabilité. Takto obdrzime
spolehlivou a v jistém smyslu nejlepsi moznou modifikaci ZNF metody vychéa-
zejici pouze ze znalosti jediného bodu frekvenéni charakteristiky. Z nespolehlivé
empirické metody se tak stava spolehliva teoreticky podlozend metoda s presné
vymezenym oborem aplikovatelnosti. Metoda s témito vlastnostmi se zda byt
idealni pro realizaci nejjednodussich a nejrychlejsich autotunert.

Druhy hlavni vysledek je exaktni odvozeni jistého zpfesnéni ZNF metody.
V tomto pfipadé je PI(D) reguldtor navrhovan na zékladé znalosti t¥i charak-
teristickych ¢isel urcujicich polohu jednoho bodu frekvenéni charakteristiky a
velikost statického zesileni procesu. Navrzend metoda je vhodnd pro realizaci
pfesnych autotunert.

Nyni si podrobnéji vSimnéme ¢lenéni a obsahu této prace. Kapitola 2 je pfi-
pravna a jsou v ni pfipomenuty nékteré méné znamé pojmy a tvrzeni, které uzi-
jeme predevsim v kap. 6. Kapitoly 3 az 7 obsahuji ptivodni vysledky. Kapitola 3
ma dva cile. Za prvé formulovat optimaliza¢ni ilohu navrhu regulatoru s omeze-
nou strukturou vychéazejici z klasickych pozadavki na funkci regulac¢ni smycky.
Za druhé ukézat, ze pro exaktni navrh optimalniho PI reguldtoru (podle této
ulohy) staci znat frekvenéni charakteristiku procesu pouze v malém okoli bodu
s fazovym zpozdénim 90°. Tento zajimavy vysledek ma poslouzit jako motivace
a vychozi bod pro novy pristup k navrhu regulatori, kterému jsou vénovany kap.
4 az 6. Kapitola 4 uvadi novou formulaci tlohy robustniho navrhu regulatoru
a klicovy princip jejiho zjednoduseni. Pro tento Gcel jsou zavedeny dulezité po-
jmy extremalniho pfenosu a reprezentativni podmnoziny mnoziny piipustnych
prenosil. V kapitole 5 je pojednano o mnozinovych modelech. Je podana Gplna
charakterizace reprezentativni podmnoziny v pripadé, kdy zname jeden nebo
dva body frekvenc¢ni charakteristiky. Dikazy zde uvedenych tvrzeni je mozno
nalézt v kap. 6, kterd je vénovana matematickym zakladiim nového pristupu
k robustnimu navrhu regulatoru. Konkrétné je tu zkouman specialni polynomi-
alni interpola¢ni problém s vedlejsi podminkou na D-stabilitu interpolac¢nich
polynomt. Zde mtzeme nalézt téz nékterd tvrzeni, kterd naznacuji cestu k zo-
becnéni vysledki uvedenych v kap. 5. Ctenafi, ktefi se nezajimaji o diikazy
vSak mohou tuto kapitolu bez obav ze ztraty porozuméni preskocit. Kapitola 7
obsahuje hlavni (z hlediska vyuziti) vysledky této prace. Novy pfistup rozvinuty
v kap. 4 a b je zde pouzit k exaktni teoretické analyze, modifikaci a zobecnéni
ZNF metody. Vysledkem jsou nové algoritmy vhodné pro realizaci spolehlivych
pramyslovych autotuneri. Stru¢né shrnuti dosazenych vysledkd a naznaceni
perspektivnich sméri dalstho vyzkumu je uvedeno v zavérecné kapitole 8.



Kapitola 2
Pripravna kapitola

V této kapitole ve strucné formé pripomeneme nékteré méné zndmé matema-
tickeé pojmy, oznaceni a tvrzeni, které jsou vyuZivdny v této prdci bez dalsiho
vysvétlend.

2.1 Seznam oznacdeni

= defini¢ni relace
| konec dikazu
0 prézdna mnozina
AUB  sjednoceni mnozin A a B

ANB  pranik mnoZin A a B
A—B rozdil mnozin A a B

R mnozina realnych ¢isel

R~ “2{reR:2<0}

R* Rt £ {zecR:z >0}

|x] celd ¢ést ¢isla z > 0

C mnozina vSech komplexnich ¢isel
c# C#* = CU {o0}

J imaginarni jednotka /—1
Re z realnd ¢ast komplexniho ¢isla z
Im z imaginarni ¢ast komplexniho ¢isla z

Arg z  Arg z = ¢ praveé tehdy, jestlize z = €7¢|z|, ¢ € (0,27)
argp(jw) celkovy thel, o ktery se ota¢i privodi¢ p(ja) kolem bodu 0 probéhne-li parametr «
interval (0,w) v kladném sméru

(O C~2{z€C:Rez<0}
Cc* Ct2{2€C:Rez>0}
D symetrickd mnozina komplexnich ¢isel: s € D implikuje 5 € D
M° vnitfek mnoziny M
oM hranice mnoziny M
cdM uzavér mnoziny M

z-M soudin &isla z , z € C s mnozinou M, M CC, z- M2 {w=z-2:2 € M}
2+ M  soudet Gisla z , 2 € C s mnozinou M, M CC, 2+ ME2{w=z2+x:2¢€ M}
d(p(s))  stupeii polynomu p(s)



2.2 Vlastnosti prenosu

Pienos G(s) = Z((i)), kde a(s) a b(s) jsou polynomy s redlnymi koeficienty, bu-
deme nazyvat ryzi, jestlize stupenn jmenovatele je vétsi nebo roven stupni ¢i-
tatele. Tj. d(a(s)) > d(b(s)). Plati-li ostra nerovnost budeme fikat, ze G(s) je
striktné ryzi. Pfenos G(s), resp. polynom a(s), budeme nazyvat stabilni, jestlize
vSechny kofeny polynomu a(s) lezi v levé oteviené poloroviné komplexni roviny.

2.3 Pojmy spojené s komplexni rovinou

Komplexni rovinu budeme oznacovat symbolem C. Mnozinu C U {co} budeme
nazyvat uzavienou nebo rozsifenou komplexni rovinou a budeme ji oznacovat
C#. Symbolem C~ resp. CT budeme oznac¢ovat levou, resp. pravou, uzavienou
polorovinou komplexni roviny. Tedy napf. C~ = {z € C: Re z < 0}.

Bod z nazveme wvnitrnim bodem, resp. vnéjsim bodem mnoziny M, jestlize
existuje okoli tohoto bodu, které lezi v mnoziné M, resp. v jejim doplitku C# —
M. Mnozinu v8ech vnitinich bodt mnoziny M nazveme vnitrtkem mnoziny M a
budeme ji znacit M°. Je-li M = M°, potom fikdme, ze mnozina M je otevrend.
Bod, ktery neni ani vnitfnim, ani vnéj$im bodem mnoziny M, budeme nazjyvat
hrani¢nim bodem mnoziny. Hranice mnoziny M se skldda ze vSech hrani¢nich
bodd mnoziny M a budeme ji oznacovat symbolem OM. Mnozinu M U M
budeme nazyvat uzdvérem mnoziny M a budeme ji znacit symbolem clM. Je-1li
M = clM, potom fikdme, Ze mnozina Mje uzavrend.

Mnoziny A, B budeme nazyvat oddélené, jestlize clA N cIB = (). Budeme
fikat, Ze mnozina je souvisld, jestlize ji nelze vyjadrit jako sjednoceni dvou ne-
prazdnych oddélenych mnozin. Oblast je souvisld oteviend mnozina, kontinuum
je souvisla uzaviena mnozina.

Kvivkou rozumime kazdé spojité zobrazeni uzavieného intervalu realnych
¢isel do mnoziny C#. K¥ivku ¢ : (a,b) — C nazveme hladkou, jestlize funkce ¢
m4 na intervalu (a, b) spojitou a od nuly rtiznou derivaci ¢’. Kfivku ¢ : {(a, b) —
C# nazveme prostou (nebo jednoduchou), jestlize ¢(t1) # ¢(t2) pro libovolné
ti,ta € {a,b), 0 < |tg —t1| < b—a. Je-li p: (a,b) — C# kiivka a ¢({a,b)) C
Q) C C#, iikame, ze ¢ je kiivka v mnoziné €.

Je-li ¢ : (a,b) — C# kiivka, potom kazdy bod ¢(t) pro t € (a,b) budeme
nazyvat bodem kiivky ¢. Bod ¢(a) budeme nazyvat pocdtecnim bodem (zna-
¢ime p.b.p) kiivky ¢, bod ¢(b) koncovym bodem (znacime k.b.p) kiivky ¢ a
body ¢(a), ¢(b) nazyvame krajnimi body kiivky ¢. Nékdy budeme o kiivce ¢
hovotit jako o orientované kiivce. V takovém pfipadé je orientace kiivky uvazo-
véana od pocatecniho bodu kfivky ke koncovému bodu kfivky. Budeme fikat, ze
kiivka ¢ je uzaviena, jestlize splyvaji jeji krajni body, tj. kdyz p.b.p = k.b.p.

Necht ¢ : {a,b) — C je uzaviend kiivka a zo € C* — o((a,b)) potom in-
dezem bodu zg ke kiivce ¢ budeme nazyvat ¢islo Ind,(z0), které udava ,pocet
obéhi kiivky ¢ kolem bodu zy“. Pritom se kladné zapocitavaji obéhy ,ve sméru
hodinovych ruci¢ek® a zaporné obéhy opacné.

Necht ; : (0,1) — C, i = 0, 1, jsou uzaviené kiivky v oblasti Q. Rikame, ze
©o a 1 jsou Q-homotopické, existuje-li spojité zobrazeni H : (0,1) x (0,1) — Q
takové, Ze pro vSechna s,t € (0, 1) plati

H(S,O) - @1(5)7 H(S, 1) = 302(5)7 H(Oat) - H(lat)' (21)
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Polozme @:(s) = H(s,t), potom (2.1) definuje jednoparametricky systém uza-
vienych kiivek ¢, v ), ktery spojuje ¢ a 1. Intuitivné to znamena, ze ¢q lze
spojité zdeformovat na (; v mezich oblasti 2. Plati intuitivné zifejmé, avsak
ne zcela jednoduse dokazatelnd véta [46]:

Véta 2.3.1. Nechf ¢y a @1 jsou Q2-homotopické uzaviené krivky v oblasti 2 C
C. Plati-li o & ), potom

Indg,,(a) = Ind,, (o).
Necht 1, @2, ..., ¢y, jsou jednoduché hladké k¥ivky, pro které plati

kb, =pbwi+1 pro i=1,2....n—1

k.b.pn, = p.b.pr

Spojenim krivek @1, s, ..., ¢, obdrzime uzavienou po ¢astech hladkou krivku
0 = @1+ s+ ...+ o, Jeli ¢ jednoduchd kiivka, potom ¢ rozdéluje kom-
plexni rovinu C na dvé disjunktni oblasti Q1 a s, z nichz jedna z nich, fek-
néme €1, je omezena. Kontinuum cl€2; budeme nazyvat krivouhelnikem, kiivky
©1,92, ..., Yn jeho stranami a p.b.p;, 1 =1,2,...,n jeho vrcholy. Pojem kiivo-
thelnik budeme vyjimecéné pouzivat i v pripadé, kdy k¥ivka ¢ sama sebe protiné.
V takovém pripadé vSak je nutné pro definici bodid patficich do kfivotihelnika
pouzit pojem indexu bodu vzhledem ke kiivce ¢.

Necht z € C a M C C je mnoZina, potom symbolem z- M budeme oznacovat
mnozinu {w = z-z : * € M} a budeme fikat, Ze z- M je soucin ¢isla z a mnoziny
M. Vsimnéme si, ze plati: 9(z - M) = z - OM.

2.4 ReSeni rovnic
Uvazujeme soustavu rovnic

Mz,y,z,w) = 0
w(z,y,z,w) = 0, (22)

kde funkce A(z,y, z,w), w(z,y, z,w) jsou spolu se svymi parcidlnimi derivacemi
definované a spojité v jisté oteviené mnoziné G C R%. Zajim4 nas, za jakych
predpokladii lze spojitym zptisobem roziesit soustavu rovnic (2.2) vzhledem k z
a w, tj. vyjadfit z a w jako spojité funkce proménnych z,y. Odpovéd dava
nasledujici véta [36]:

Véta 2.4.1. Necht [xo, %0, 20, wo]T € G a plati

)\(xmyo,Zo,wo) =0

w(m07y05207w0) = 0 (23)

L X0, Yo, 20, wo) 7= A (Z0, Yo, 20, Wo)
40, (2.4

%W(%ayoazoawo) %W(%ayoazoawo)
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potom existuji takove spojité funkce p(x,y), ¥ (x,y) definované v jistém okoli
bodu [xo,yo], Ze

Mz, y, (2, y), (2, y))

w(z,y,e(@,y),Y(x,y)) =
¢(To,y0) = 20
Y(zo,90) = wo

7 véty 2.4.1, kterou lze mimochodem zobecnit na libovolny pocet rovnic a libo-
volny pocet proménnych, plyne jeden dtlezity disledek:

Necht funkce ¢(z,y), ¥(z,y) udivajici FeSeni soustavy (2.3) jsou definovény
na kompaktni podmnoziné Gy C G a necht

%)\(x,y,z,w) %)\(:c,y,z,w)

) ) # 0,

Zw(r,y, z,w) H-w(T,y,2,w)
pro libovolny bod (z,y,z,w) € Go, potom Teseni p(z,y), ¥ (x,y) lze rozsitit
na kompaktni mnozinu G C G takovou, ze Go C GY.

2.5 Metoda geometrického mista korenu
Uvazujme svazek polynomu s redlnymi koeficienty
pA(s) = q(s) + Ar(s),

kde ¢(s),r(s) jsou polynomy po fadé stupné n a m, n > m, jejichz koeficienty
u nejvyssich mocnin jsou kladné. Dale predpokladejme, Ze kofeny polynomu
q(s) a r(s) jsou zndmé. To, co nas zajim4, je vyvoj kofentt polynomu pj(s),
jestlize parametr A probihd interval (0, +00) nebo (—oo,0). Evansova metoda
[31] umoziiuje bez slozitého po¢itani uréit pfesny nebo pfiblizny tvar kiivek
v komplexni roviné (tzv. kofenovych vétvi), po kterych béhaji jednotlivé kofeny
polynomu py(s). Pro konstrukei kofenovych vétvi Evansova metoda formuluje
celou fadu raznych exaktnich pravidel. Pro nase ucely vysta¢ime pouze s dvéma
z nich:

1. Existuje pravé n kofenovych vétvi, které vychazi z kofend polynomu
q(s) (A =0). Z téchto n vétvi jich m konéi v kofenech polynomu r(s) (A —
+00) a zbylych n — m jich kon¢i v bodé oo (A — £o0) komplexni roviny.

2. To, zda nékterd kofenova vétev polynomu pj(s) prochdzi bodem z lezi-
cim na realné ose, lze rozhodnout podle celkového poctu redlnych koreni
polynomu p(s) a r(s) lezicich napravo od bodu z. Toto pravidlo je zavislé
na tom, zda vySetiujeme piipad A € (0,+00) nebo A € (—o0, 0).

Pripad A >0

Bod z € R je kofen polynomu py(s) pro nékteré A € (0,400) pravé tehdy,
jestlize celkovy podet redlnych kofenii polynomi g(s) a r(s) vétsich nez z je
lichy.

P¥ipad A <0

Bod z € R je kofen polynomu py(s) pro nékteré A € (—o0,0) pravé tehdy,
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jestlize celkovy pocet redlnych kofenti polynomil ¢(s) a r(s) vétsich nez z je sudy.

Piiklad 1 Necht ¢(s) = (s + 1)(s + 2)(s + 3)?, r(s) = s(s + j)(s — j) a
A € (0,400). Na obr.2.1 jsou kofeny polynomu ¢(s) oznaceny kiizkem a kofeny
polynomu r(s) krouzkem. Sipky na kfivkach (kofenovych vétvich) vyznacuji
smér pohybu kofentt polynomu py(s) pfi probihdni parametru A intervalem
(0, 4+00) v kladném sméru.

-3

Obrazek 2.1: Geometrické misto kofenii polynomu py(s) pro A € (0, +00)

2.6 Michajlovovo kritérium stability

Necht p(s) je polynom s redlnymi nezdpornymi koeficienty, potom je p(s) stabilni
polynom pravé tehdy, jestlize pfirtistek argp(jw) pfi probihéni w intervalem
(0, 4+00) v kladném sméru je n % [32]. Navic je funkce arg p(jw) v tomto intervalu
monoténni.
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Kapitola 3

Co potrebujeme znat
pro navrh PI regulatoru

V této kapitole je formulovdana tiloha ndvrhu reguldtoru s omezenou strukturou
vychdzejici z klasickych poZadavki na funkci requlacni smycky ve formeé optimali-
zacnt tlohy s omezenim. Resenim této ulohy pro pripad PI reguldtoru se dochdzi
k pozoruhodnému zdvéru, Ze totiz (za dosti obecngch podminek) pro exaktni nd-
vrh optimdlniho PI reguldtoru (v piesné definovaném smyslu) stacéi zndt pouze
dva body frekvencéni charakteristiky nachdzejici se v blizkosti frekvence wgy (od-
povidagici fazovému zpozdéni 90°). Tento vysledek miZe poslouZit jako dobrd
motivace a vychozi bod pro novy pristup k ndvrhu reguldtori, ktery je uvedeny
v dalsich kapitoldch této prdce.

3.1 Uvod

Co nutné musime znat o fizeném systému, abychom mohli ur¢it vyhovujici pa-
rametry regulatoru daného typu? Z klasické teorie Fizeni je znamo, Ze pro uspo-
kojivy navrh jednoduchych reguldtorii s omezenou strukturou staci obvykle znat
pouze nékolik malo bodi frekvencni charakteristiky fizeného systému ve frek-
ven¢énim pasmu 0 < w < wigp, kde wigg je nejnizsi z frekvenci, pti kterych méa
Fizeny systém fazové zpozdéni 180°. V tomto sméru je pfimo extrémni znamé
Zieglerova-Nicholsova frekvenéni metoda [1], nebof bez hlubsiho zdtivodnéni
vyuzivd pro navrh PI(D) reguldtoru pouze jeden bod frekvenéni charakteris-
tiky odpovidajici frekvenci wigg. Podobné nékteré dalsi metody [11] vychazeji
z odhadu dvou bodu frekvené¢ni charakteristiky. Zda se tedy, ze v béznych pii-
padech sta¢i pro nadvrh PI(D) reguldtoru ziskat o fizeném systému mnohem
mensi objem informaci, nez poskytuje obvykly nominalni model ve tvaru pie-
nosové funkce. Exaktni formulace a diikaz tvrzeni tohoto typu jsou predmétem
této kapitoly. Konkrétné je dokazano, ze pro navrh optimalniho PI regulatoru
(v pfesné definovaném smyslu) za zna¢né obecnych podminek staci znat pouze
dva body frekvencni charakteristiky fizeného systému v blizkosti frekvence wgg
(odpovidajici fazovému zpozdéni 90°). Tento ptvodni vysledek (jiz diive pu-
blikovany v [40]) se zdd byt dobrou motivaci pro exaktni revizi populdrnich
empirickych metod Zieglerova-Nicholsova typu uzivanych ve vétsiné autotunert
soucasnych prumyslovych regulatorti. Obsah této kapitoly ma navic za cil po-
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slouzit jako stru¢ny tvod do problému navrhu primyslovych regulatori. Pozna-
menejme jesté, Ze v neddvné préci [38] je formulovana a feSena velmi podobné
navrhova tloha pro PI regulator, avSak s méné explicitnimi vysledky.

3.2 Formulace navrhové tlohy

Uvazujme jednoduchou linearni zpétnovazebni smycku znédzornénou na obr. 3.1,
kde F' a G jsou po fadé prenos fizeného systému a prenos regulatoru. Pro tcely
této kapitoly budeme predpokladat

F(s)=E8  4e{0,1,...}, F(s) je stabilni, (3.1)
0<F(0)<oo a lims .o F(s)=0,

G(s) = i(f), be{0,1,...}, G(s)je stabilni, (3.2)
0 < G(0) < oo,
atb>1. (3.3)

G(s) dJ F(s) ”J

Wﬁ)ﬂ regulator —»(>—»| proces H@—Ty»

Obrazek 3.1: Jednoduché regulaéni smycka

Piedpoklad (3.1) pozaduje, aby Fizeny systém mél stupen astatismu astF'(s) = a
(tj. a pdlu v nule), dale aby jeho nenulové pdly byly stabilni a koneéné aby
jeho prenos zanikal na vysokych frekvencich (jde o tzv. striktné ryzi dynamicky
systém). Pfedpoklad (3.2) je zformulovan tak, aby mu vyhovoval v primyslové
praxi nejéastéji pouzivany reguldtor, tj. reguladtor PI(D) s pfenosem

Tds )

G :K(l —
(s) +Ti8+%s+1

(3.4)

kde K,T;,Ty a N jsou kladna realna cisla, ktera budeme nazyvat parametry
reguldtoru. V obecném pfipadé pfedpokldadame, ze G(s) je pfenos s omezenou
strukturou. Jeho volné parametry budeme souhrnné oznacovat symbolem par G
a piislusnou pfipustnou mnozinu jejich hodnot P. Pfedpoklad (3.3) vyjadiuje
pozadavek na nulovou odchylku v ustéleném stavu pii skokové zméné pozado-
vané hodnoty w nebo poruchy n.

Vlastnosti regula¢ni smycky z obr. 3.1 lze vyjadfit pomoci tii nasledujicich
prenosti:
Prenos oteviené smycky

Gls)F(s) = ——G(s)F(s) 2 ——T(s). (3.5)




Citlivostni funkce (pfenos n — y)

A 1

S(s) = T2 L0)°

(3.6)

Pfenos uzaviené smycky nebo-1i tzv. komplementarni citlivostni funkce (pfenos
w —y)

L(s)

£ =1-—95(s). 3.7
Q)2 1 (5) (37)
Predtim, nez zformulujeme navrhovou tlohu, uvedeme dva myslenkové kroky,
které objasnuji zakladni pozadavky na funkci regula¢ni smycky.

1. Nejprve vyjdéme z predpokladu, ze w(t) = d(t) = 0 a porucha n mé si-
nusovy pribéh, tedy n(t) = A, sinwt. Z uvazované linearity smycky vyplyva,
ze porucha n zptsobi v ustdleném stavu sinusové kmitani regulované veliiny
y(t) = Ay (w) sinfwt + ¢(w)]. Zavedme nyni tzv. dynamicky ¢initel regulace po-
moci vztahu

Ay(w)

7() £ 1S(w)| = =45

(3.8)
Ukolem regulatoru je zfejmé dosahnout minimalni hodnoty o(w) pro vSechny
w > 0. Idedlni pozadavek je tedy o(w) = 0, Vw > 0. Bohuzel tento pozada-
vek nelze z fyzikalnich, a dokonce ani matematickych duvod splnit. Typicky
prubéh o(w) pro dobfe navrzenou regula¢ni smycku je na obr. 3.2. VSimnéte
si, ze vyrazné lze potlacit pouze poruchy na nizkjch frekvencich a aplného po-
tlaceni vlivu poruch je mozné dosdhnout pouze pri nulové frekvenci. V oblasti
stfednich frekvenci regulator naopak poruchy zesiluje a pfi vysokych frekvencich
nema na jejich velikost podstatny vliv. Za velmi obecnych podminek 1ze dokazat
[14], Ze pro libovolny linedrni reguldtor plati

/OO log o(w)dw = 0. (3.9)
0

o(0)=[S(jw)|

Obrazek 3.2: Dynamicky cinitel regulace (citlivostni funkce)

Tento vztah ma néasledujici interpretaci. Zmensime-li volbou regulatoru
na daném frekvenénim intervalu o(w) musi se funkce o(w) nutné zvétsit na jiném
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frekvenénim intervalu. Tomuto jevu se vystizné fika efekt vodni postele [31]. Pro-
toZe obvykle nezname frekvencni interval, ve kterém pusobi (ndhradni) poruchy
n, je rozumné pozadovat maximélni potlaceni o(w) na nejnizsich frekvencich.
Tento pozadavek lze matematicky vyjadfit napriklad nasledovné: hledame ta-
kové parametry regulatoru G, které minimalizuji prvni nenulovou derivaci o(w)
v bodé 0, tj.

dwk L(0)

w

— min, (3.10)

kde I(G) je kritérium kvality fizeni a k = ast L(s) > 1. Specidlné pro staticky
pfenos F(s) (a = 0) a PI(D) regulator s prenosem (3.4) je podminka (3.10)
ekvivalentni s pozadavkem

Q) = % . min. (3.11)

2. Nyni uvazujme situaci, kdy d(t) = n(t) = 0 a w(t) = A, sinwt. Podobné
jako v pfedeslém piipadé vyplyva z linearity smycky, ze y(t) = Ay (w)sin[wt +
o(w)]. Ozna¢me

pw) = |Qw)|

(3.12)

Idedlni pozadavek na reguldtor ziejmé je p(w) = 1,V w > 0, nebot pozadu-
jeme y(t) = w(t) pro vSechny funkce w(t). Bohuzel ani tento pozadavek nelze
splnit. Typicky pribéh u(w) pro dobfe navrzenou regulaéni smyc¢ku je na obr.
3.3a. Pro 0cel sledovani je ziejmé, ze ¢im vétsi je tzv. sifka pasma wyp, tim lépe.
Zvétsujeme-li vSak vhodnym vybérem regulatoru wy, dochéazi obvykle ke zvét-
Sovani rezonan¢niho prevyseni

Mey, = sup p(w) = sup |Q(jw)| = [Q(jwy)|- (3.13)

O tomto rezonanc¢nim prevyseni budeme dale hovofit jako o M-indexu uza-
viené smycky. Cim vétsi je jeho hodnota, tim je regula¢ni smycka nachylngjsi
ke kmitani na frekvenci w,. Rozumna hodnota M—indexu odpovidajici obvykle
poZzadované bezpecnosti ve stabilité lezi v intervalu (1;1,6). Podminku
Mecr = M, kde M je navrhovy parametr, lze transformovat na pozadavek
na prenos oteviené smycky L(jw), nebot plati nasledujici tvrzeni:

Je-li ast L(s) > 1 a uzaviend smycka je stabilni, potom vztah Mcp = M > 1
plati pravé tehdy, jestlize Nyquistova kiivke L(jw), w € (0, + o0) se prdvé
dotykd, ale neprotind a neobklickuje tzv. M-kruznici (obr. 3.8b) se stredem

. M?
C= [7X7]0]a X = M2 — 1 (314)
a polomérem
M
R - m. (3.15)

Poznamenejme, ze M—kruznice pro M = 1 degeneruje na tzv. M—pfimku, coz
je pfimka rovnobézna s imaginarni osou prochéazejici bodem [f%, j0]. Odtud
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Q)|
oL~

0,707

r b log ®

(a) (b)

Obrazek 3.3: Vyznam M-indexu

plyne, ze pro M = 1 je bezpecnost ve fazi alespon 60° a bezpecnost v zesileni

minimélné 2.

Nyni lze zformulovat navrhovou tlohu, kterou budeme déle nazyvat M—alohou:
M-tloha: Je dan frekvencni prenos Fizeného systému F(jw), struktura re-

guldtoru a ndvrhovy parametr M > 1. Urcete parametry reguldtoru par G € P

tak, aby soucasné platilo:

a) kritérium kvality izeni 1(G) dané vztahem (8.10) je minimalni;

b) regulaéni smycka je stabilni a jeji M—index Mcy je roven ndvrhovému
parametru M, M > 1.

Poznamenejme, Ze M—iloha je optimaliza¢ni tloha s kritériem kvality fizeni
(3.10) a s vedlejsi podminkou (3.13) doplnénou jesté podminkou stability
uzaviené smycky. Regulator (parametry reguldtoru) spliiujici obé podminky
M-dlohy budeme nazyvat optimélnim reguldtorem (optimélnimi parametry
reguldtoru). Je-li splnéna pouze podminka b) M-tlohy, budeme hovotit
o suboptimalnim reguldtoru (o jeho suboptimalnich parametrech).

M-tloha, na rozdil od standardnich optimalizac¢nich dloh s integralnimi
kritérii kvality v ¢asové oblasti, vychéazi pfimo z klasickych pozadavki na funkci
regula¢ni smycky ve frekvencéni oblasti a v tomto sméru je velmi podobna
dnes rozsdhle zkoumanym optimalizaénim metoddm H° [16]. Oproti nim ma4,
jak dale ukadzeme, tu prednost, Ze je za zna¢né obecnych podminek explicitné
Fesitelnd pro piipad nejcastéji pouzivanych regulatord (PI, PID). Navic jeji
explicitni FeSeni pfinasi dalsi pozoruhodnou informaci spocivajici v tom, Ze
k urceni optimalnich parametrt reguldtoru daného typu neni nutné (pfi splnéni
uréitych podminek) znat F(jw) v celém frekvenénim rozsahu, ale jen v uréitém
relativné velmi tzkém intervalu. Tato skute¢nost méa zcela zasadni vyznam
pro volbu ,navrhové orientovaného* modelu fizeného procesu.

Mozny zptsob feseni M—ulohy pro velmi jednoduchy pripad je uveden
v nasledujicim ptikladu.
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Piiklad 1 Resme M—tlohu F(s) = e *P; D> 0; G(s) = —; T: > 0; M = 1.
V tomto pfipadé plati

sinwD .coswD

L(jw)=— — 3.16
(Jw) Tw T (3.16)
Podminka b) M—tlohy pro M = 1 pfechézi v podminku
sinwD 1
inf Re L(jw) = inf | - |=-35 3.17
inf Re (jw) in T 5 (3.17)
Bod dotyku M—pfimky a kfivky L(jw) lze uré¢it z podminky
d D? coswD  sinwD
L Re L(j :—(— ):0, 3.18
dw Re L{jw) T; wD + w?2D? ( )
protoze podle predpokladu je %2 > 0, musi platit
coswD  sinwD
_ =0. 1
D + D2 0 (3.19)
Polozime-li © = wD z (3.19) dostaneme rovnici
tanx = x (3.20)

Podmince stability uzaviené smycky vyhovuje pouze kofen z = 0, tj. bod dotyku
pro frekvenci w = 0. Tedy

sinwD D
= ——. 3.21

inf Re (Ljw) = lirnO [f
Porovnanim (3.21) a (3.17) jiz obdrzime hledanou optiméalni hodnotu parametru
I-regulatoru
TF = 2D. (3.22)

(]
Poznamenejme, Ze uvedeny pfimy postup feseni nelze s ispéchem pouZit pro slo-
7ité&jsi pripady Fizeného systému a regulatoru, nebot piislusné vypocty se znaéné
komplikuji.

3.3 Robustnost navrhu

Piedpokladejme, ze reguldtor G(s) je navrzen FeSenim M-—ilohy pro nomi-
nalni systém s prenosem F (s) a pro ndvrhovy parametr M > 1. Zkoumejme
nyni, jakou neurcitost 6(w) lze pfipustit pro F (jw), jestlize pozadujeme, aby
M-index uzaviené smycky pro Fizeny systém s frekvencnim pienosem F(jw),
|F(jw) — F(jw)| < 6(w) nepiekroéil hodnotu M > M. Plati nasledujici véta:

Véta 3.3.1. Necht

L(s) = G(s)F(s), (3.23)
Q) =177 f(zzs) (3.24)
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jsou prenosové funkce odpovidajici skutecnému prenosu F(s) fizeného systému
a

L(s) = G(s)F(s), (3.25)
Al s L(s)
Qs) = i) (3.26)

jsou pienosové funkce odpovidajici nomindlnimu prenosu F(s) a necht Q(s) je
stabilni a plati R
sup |Q(jw)| = M, (3.27)
w

potom pro viechny F(s) spliugici podminku

|F(jw) ~ F(jw)| < 8(w) (3.28)
je Q(s) stabilni a plati o
sup [Q(jw)| < M > M (3.29)
w
pravé tehdy, jestlize plati
Fjw M ~ M
5(w) < Ap(w) = £ o+ L(jw)| - —— | (3.30)
|IL(Gw)| || M™ =1 M —1
Duikaz: Z obr. 3.4 plyne, Zze podminka
Mcrp < M, (3.31)

kde Mcy je M-index uzaviené smycky s prenosem fizeného systému F(s) a
M > 1 je ekvivalentni s podminkou

|L(jw) — L(jw)| < |X + L(jw)| — R (3.32)
neboli R
[L(jw) = LGw)l _ X + L(jw)l _R (3.33)
L(jw)| LGw)  |L(jw)]

a po upraveé

)

1FGw) ~ PGw) < R 1 1 Fjuy) — B, (3.34)
|L(jw)|
Dosazenim ze (3.14) a (3.15) dostaneme
) ~ F(jw M ~ M
1)~ Pyl < TN Ly By - | aas)
|L M -1 M -1
Odtud jiz plyne tvrzeni véty 3.3.1.

|
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A

[L(w)-L(j)l

A
L(jo)

Obrazek 3.4: Analyza robustnosti

Toleran¢ni funkce Ap(w) definovand vztahem (3.30) udéva pfipustnou (maxi-

mélni moznou) odchylku |F(jw) — F(jw)|, pri které M-index uzaviené smycky
nepiekrodi jesté ptipustnou hodnotu M. Hodnotu Ap(w) pro dané w miizeme
tedy interpretovat jako polomér kruhu v komplexni roviné se stiedem v bodé
F(jw), ktery vymezuje piipustné hodnoty F(jw). Poznamenejme, %e podminka
(3.30) vyjadiuje zobecnéni znidmé podminky robustni stability [17], kterou
dostaneme z (3.30) limitnim pfechodem M — +oo.

Priklad 2 Uvazujme F(s) = e P, G(s) = 35, tj. G(s) je optimélni I-
regulator ziskany fesenim M-ualohy, M = 1 v ptikladu 1. Pribéh toleranéni
funkce Ap(w) pro hodnoty M = 1,2; 1,4 a 1,6 je zobrazen na obr. 3.5. Tole-
ranéni kruhy pro M = 1,1 v roviné F(jw) jsou znazornény na obr. 3.5.

Obrézek 3.5: a) Toleranéni funkce Ar pro M =1,2; 1,4a 1,6, b) toleran¢ni kruhy
v roviné F(jw) pro M =1,1
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3.4 Reseni M—tlohy pro M =1 a PI regulator

V tomto oddile budeme fesit M—tlohu pro M = 1 a PI regulator za pfedpo-
kladu, ze F'(s) je obecny staticky (a = 0) stabilni systém a Ze frekvenéni pfenos
F(jw) spliiuje jisté dalsi pozadavky, které budou pfesné specifikovany az v pri-
béhu vlastniho feseni M—ilohy. Omezeni na pripad, kdy navrhovy parametr M
mé hodnotu 1, je z hlediska praxe velmi rozumné a navic podstatnym zpuso-
bem zjednodusuje feseni M—ulohy, nebot M—kruznice v tomto piipadé degene-
ruje na M—piimku. P¥ipadem M > 1 se budeme stru¢né zabyvat v nasledujicim
oddile.

Pro ucely nalezeni explicitniho feSeni M—ulohy v obecném pripadé polozme

F(jw) = A(w) + jBw), (3.36)

kde A(w) = Re F(jw) a B(w) = Im F(jw) jsou po Fadé redlné funkce realné
proménné w. Frekvenéni pfenos G(jw) PI reguldtoru pfedpoklddejme ve tvaru

Gjw) = K(l + Tiw) (3.37)

kde K > 0 a T; > 0 jsou hledané parametry. Pfenos oteviené smycky je tedy

! A(w)} } (3.38)

—BW)| +4[B) -

L(jw) = K{[A(w) + s

Podminka b) M—ulohy je pro pfipad M = 1 ekvivalentni s pozadavkem, aby
Nyquistova kfivka L(jw) lezela celd v pravé poloroving komplexni roviny vyme-
zené M—primkou a alespon v jednom bodé€ se ji dotykala, tak jak je zobrazeno
na obr. 3.6. Pfedpokladejme, Ze bod dotyku kiivky L(jw) a M—pfimky odpovidd
frekvenci w;. Potom ziejmé plati

1
inf Re L(jw) = Re L(jw;) = ~3 (3.39)
w
a tedy téz
d
L Re L(j ‘ ~ 0. 4
0 Re L(jw) - 0 (3.40)

Odtud a pouzitim (3.38) dostaneme podminku

Afen) + = [B(w) - witB(wt)} 0 (3.41)
neboli 1 /
T, = Ty(w:) = EBE:X,(W?) (1) (3.42)
7 (3.39) pouzitim (3.38) a (3.42) dostaneme
K = K(w) = B'(w) — 5 Bler) . (3.43)
2{A(wi)[5; B(we) = B'(wr)] + A'(we) B(we) }

Vztahy (3.42) a (3.43) vyjadiuji tedy nutnou podminku, kterou musi spliiovat
parametry K a Tj, aby se kiivka L(jw) dotykala M—pifimky na frekvenci w;.

22



Jestlize nyni uré¢ime T; a K podle vztahi (3.42) a (3.43) pro zvolenou frekvenci
we, obrécenim vySe uvedeného postupu zjistime, ze se k¥ivka L(jw) dotyka M-
pfimky na frekvenci wy. Jsou-li navic urcéené hodnoty 7; a K kladné a je-li
prislusna uzaviené smycka stabilni, potom budeme o téchto hodnotach T; a K
hovorit jako o suboptimalnim feSeni M—tlohy. Nyni pfejdeme od suboptimélniho
feSeni k optiméalnimu vhodnym vybérem frekvence dotyku. Optimalni frekvenci
dotyku w} uréime z podminky a) M—tlohy. Ozna¢me

1) = 3.

(3.44)

kde T;(w) a K (w) jsou funkce definované pomoci vztahu (3.42) a (3.43). Z (3.11)
plyne, ze
inf I(w) = I(wy). (3.45)

Derivovanim (3.44) a pouzitim (3.42) a (3.43) po upravé dostaneme

I'(w) = 73}?&")&%‘]}3, (3.46)
kde
N(w) = w?[A"(W)B'(w)—A'(w) B" (w)+w[24' () B (w)— A" (w) B(w)]| -24" () B(w)
(3.47)
Predpokladejme nyni, ze plati
nw) >0; Vw>0, (3.48)
potom nutna podminka lokalniho extrému funkce I(w)
I'(w) =0 (3.49)
je na intervalu (0; +00) ekvivalentni s podminkou
A(w) = 0. (3.50)

Odtud, z podminky stability uzaviené smycky a ze vztahu (3.46), vyplyva, ze
kandidatem na optimalni frekvenci dotyku w; je nejnizsi frekvence w splnujici
podminku (3.50). Takovou frekvenci budeme oznacovat weg, protoze fazové zpoz-
déni F(jw) na této frekvenci je 90°. Snadno pomoci (3.46) ovéfime, ze w; = wgg

M=1 Im

-0,5

@

L(jo)

Obrézek 3.6: Grafické vyjadieni podminky b) M-tlohy pro M =1

je za predpokladu A’(wgp) < 0 skutecné optimélni frekvence dotyku, tj. Ze
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plati (3.45). Dokézali jsme tedy, Ze za uvedenych piedpokladii jsou optimalni
parametry T7* a K* Pl-regulatoru dany vztahy

T = Ti(wo) (3.51)

K= I((u}go)7 (352)

kde T;(w) a K (w) jsou dfive definované funkce (3.42) a (3.43). Poznamenejme, ze
uvedeny zpusob odvozeni je spravny pouze za predpokladu, Zze neni mozny dotyk
mezi L(jw) a M—pfimkou ve dvou a vice bodech soucasné pro zidné hodnoty
parametra 7; a K. V pfipadé, kdy by takovy pfedpoklad neplatil, nelze hledat
inf,, I(w) zde pouzitou diferencidlni metodou. Nastésti je mozné ukazat, ze jiz
dfive zavedeny predpoklad (3.48) vicendsobny dotyk vylucuje. Plati totiz

/ n(w)
B = S

(3.53)
a z platnosti (3.48) plyne, ze funkce T;(w) je rostouci funkce na intervalu (0; ),
kde @ > 0 je nejmensi frekvence spliujici podminku A’(w) = 0. Pro danou
hodnotu T; existuje tudiz maximélné jedna frekvence w € (0,w), pro kterou
plati T; = T;(w). Déle ze (3.42) plyne, Ze dotyk na frekvenci w > @ pfi splnéni
podminky T;(w) > 0 a podminky stability neni mozny.

Ziskané poznatky mutzeme nyni shrnout do nasledujici véty vyjadiujici prvni
hlavni vysledek této kapitoly.

Véta 3.4.1. Necht F(s) je stabilni staticky systém a F(jw) = A(w) + jB(w).
Dale predpokladejme, Ze jsou splnény ndsledujici podminky:

a) pro libovolné w > 0 plati n(w) > 0, kde n(w) je funkce definovand vztahem
(5.47);
b) exituje frekvence wop, kterd je definovand jako nejmensi w splitujici pod-

minku A(w) = 0;

¢) plati B(wgo) < 0, A’(wgo) < 0, w%,o (wgo) — B'(wgo) < 0. Potom existuje
jediné teseni M—ilohy pro M = 1 a Pl-reguldtor s pienosem G(s) =

K(l + ﬁ) dané vztahy

B B'(wg0) — == B(woo)

K* = 90 3.54
QA/(WQQ)B(WQ()) ( )
1 — 2w Bo0) — B'lwso) (3.55)
! wgo A’ (weo) .
Priklad 3 Necht +1
TS
F(s)= Ky————7—— 3.56
(5) Oas2 1 bs+ 1’ ( )
kde a,b > 0, 7 < 5 a§ = % > %, potom lze pfimym vypoctem oveérit, ze
podminky véty 3.4.1 jsou splnény. Frekvence wgg je ddna vztahem
1
(3.57)

wgy = ————
%0 va—br

24



a prislusné optimalni parametry PI-regulatoru jsou nasledujici

bla(b+ 7) — b27]

K* = .
2Ko(a —br)? (3.58)
a(b+71) - b*r
= —, .
¢ a—br (3.59)

Nyni budeme kratce diskutovat vyznam véty 3.4.1. Podminky b) a ¢) véty 3.4.1
1ze v konkrétnim pripadé snadno ovérit. Tykaji se totiz existence wgg a vlastnosti
F(jw) v okoli wgg, a navic jsou pro vSechny ,rozumné“ statické prenosy F'(s)

N

splnény. Ponékud komplikovanéjsi je podminka a) vyjadiujici pravé tu globélni

.

Im

v

Re

Obréazek 3.7: Pripustny sektor kofentt polynomu P(s)

vlastnost F(jw), kterd podstatnym zpisobem zjednodusuje feSeni M—tlohy pro
M = 1. Je-li totiz tato podminka splnéna, staci znat F(jw) pouze na tizkém
intervalu frekvenci kolem wgg, abychom mohli urc¢it ¢tyri ,,charakteristicka® ¢isla
wgo, B(wep), A'(wgo) a B'(wgo) a pomoci nich hledané optimalni parametry K*
a T7. Jinymi slovy podminka a) vymezuje situaci, kdy pro exaktni vypocet op-
timalniho PI reguldtoru neni nutné znat ,,univerzalni“ model fizeného systému,
ale postacuje znalost mnohem jednodussiho Ctyiparametrového ,navrhoveé ori-
entovaného“ modelu.

Nyni ukdZeme, ze podminka a) véty 3.4.1 je splnéna pro velmi Sirokou t¥idu
systémil zahrnujici vSechny obvyklé pripady, se kterymi se setkdvame v priumys-
lové praxi.

Lemma 3.4.1. Podminka a) véty 3.4.1 je splnéna pro libovolny pienos systému
F(s) ve tvaru

=0 (3.60)

kde Ko > 0 a p(s) je stabilni polynom, jehoZ viechny koteny lezi v sektoru
vyznaceném na obr.3.7.

Dtkaz lemmatu 3.4.1 lze provést pfimym, avsak velmi komplikovanym vypo-
¢tem. Z diuvodu strucnosti je vypustén.

Ttidu systému vyhovujicich podmince a) véty 3.4.1 je mozné dale rozsitit
na prenosy F'(s) ve tvaru

F(s) = 1% e Ps (3.61)
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kde Ko > 0 a p(s) spliiuji pfedpoklady lemmatu 3.4.1 a D > 0, nebot

. 1
e P = lim ——— % (3.62)
e (% s+ 1)
a splnéni podminky a) véty 3.4.1 plyne z lemmatu 3.4.1 limitnim pfechodem.
Na zakladé tohoto vysledku mizeme zmodifikovat vétu 3.4.1 do nasledujici
podoby, kterd je mnohem vyhodnéjsi pro vyuziti v praxi.

Véta 3.4.2. Necht F(s) je ve tvaru

K()e_Ds

F(s) = ,
(=) [T, (ris + 1) 12, (s + 26 Qs + Q2)

(3.63)

kde Ko >0, D>0, 7, >0prot=1,2,...,n1, Qp >0 a & > % pro k =
1,2,...,n2 a necht je bud n1 + 2ny > 1, nebo D > 0. Potom ezistuje jediné
reseni M—ilohy pro M =1 a PI reguldtor s prenosem G(s) = K(1 + %) dané
vztahy (3.54) a (3.55), kde A(w) & Re F(jw), B(w) £ Im F(jw) a weo je
nejmensi w > 0 spliugici podminku A(w) = 0. Navic vztahy (5.42) a (3.43)
urcéuji suboptimadlni teseni M—ulohy, M = 1, pro libovolné w; < W, kde @ je
nejmensi w > 0 spliujici podminku A’'(w) = 0.

Dukaz: Vyplyva bezprostiedné z véty 3.4.1 a lemmatu 3.4.1.
|

Pi#iklad 4 Necht F(s) = e P* potom jsou splnény ptedpoklady véty 3.4.2,
weo = 355 & W = 7. Suboptimdlni feseni M—tlohy, M = 1, je dano vztahy
1 cot Dwy

Ti(w;) = —— — 64
@)= p (3.64)

Dw; cos Dwy — sin Dw;
—2Dw; + sin2Dwy
kde w; € (0,w). Grafy funkei T;(w;) a K(w;) jsou pro pfipad D = 1 zobrazeny
na obr.3.8a. Na obr. 3.8b je zobrazena zavislost kritéria kvality fizeni
Ti(w)
K(wt)

K(w;) = (3.65)

I(wt) =

(3.66)

na frekvenci dotyku w;. V souladu s tvrzenim véty 3.4.2 nabyva I(w;) svého mi-
nima pro w; = wgp = 555 Optimalni feSeni ziskdme z (3.64) a (3.65) dosazenim
za wy = 5p5. Dostaneme

K* = (3.67)

4

.bﬁl»—‘

?

(3.68)

:30‘

Pribéh toleranéni funkce Ap(w) pro optimélni PI regulator a pfipustnou hranici
M-indexu uzaviené smycky M = 1,1 a M = 1,6 je zobrazen na obr.3.8c.

Na zakladé predchozich vysledku lze zformulovat prototypovy algoritmus
automatického optimélniho nastavovani PI regulatoru ze znalosti dvou bodt
frekvenc¢ni charakteristiky fizeného systému.
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(a) (b) (c)

Obrazek 3.8: a) Suboptimélni feseni T} (w:) a K (w); b) kritérium kvality Fizeni I (w:);
c) toleranéni funkce Ap(w) pro M =1,1a M =1,6

Prototypovy algoritmus (M—tloha, M = 1, PI regulator):

1. Uréime dva body frekvenéni charakteristiky tizeného systému F(jw;) =
A; + 7B;, i = 1,2 odpovidajici frekvencim wi a we, které jsou blizké frek-
venci wog a pro které plati wi < wgg < wa.

Im

Re

Obrazek 3.9: Aproximace F(jw) lokdlnim modelem Fis(jw)

2. Z hodnot wy, Ay, B1,ws, Ay a By ziskangch v kroku 1 urcime lokdlnim
model Fir(s), (obr.3.9) tak, aby platilo

3. Pomoci  lokdlniho  modelu  Fp(s)  uréime  odhady  hodnot
wgo, A(wep), A'(wgo), B(wgo) a B'(wgo) prisluejici prenosu F(jw). Tyto
odhady oznaéme po Tadé Lgg, A, A', B, B’.

4. Parametry optimdlniho PI requldtoru uréime podle vztahi

~

n/ 1

~ — 5B
K= — (3.70)
. LlB-p

90
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Pro t¢ely lokdlniho modelu lze s vyhodou pouzit pienos (3.56) z piikladu 2, jehoz
Gty nezndmé parametry mohou byt jednozna¢éné uréeny z podminky (3.69).

3.5 Reseni M—tlohy pro M > 1 a PI regulator

V této kapitole velmi stru¢né naznac¢ime zptsob feseni M—ilohy pro M > 1 a
PI regulétor. Necht bod dotyku kfivky L(jw) a M—kruznice odpovidé frekvenci
wt, potom plati

sup |QUiw) P = LU g2 (3.72)

SN+ LGe
kde L(jw) je pfenos oteviené smycky (3.38). Protoze |Q(jw)|? nabyva maxima
na frekvenci wy, plati

d 2

— j =0. 3.73

L 1Q(w) (3.73)

w=w¢

Z podminky (3.73) lze uréit zesileni reguldtoru
K = f[wt, A(wt), A/(wt), B(wt), B/(wt), TL] . (374)

Dosazenim za K podle (3.74) do (3.72) a nésledujicimi Gpravami dostaneme
rovnici
T + TP + TP+ aTi+ e =0 (3.75)

pro neznamou Tj;, kde cx = cx| wi, A(wy), A'(wi), B(w:), B'(wi), M?],
k = 0,1,...,4. Rovnice (3.75) vyjadfuje nutnou podminku pro dotyk kiivky
L(jw) a M-kruznici na frekvenci w;. Obracené, necht

T, = Ti(wt) = fr,[we, A(wy), A'(we), B(wy), B (wy), M?] (3.76)

je kladny kofen rovnice (3.75) pro zvolenou w;. Dosazenim do (3.74) za T;
podle (3.76) dostaneme

K = K(w) = fxlwt, A(wy), A'(wr), B(we), B (we), M. (3.77)

Jestlize je T; > 0, K > 0 a pfislusna uzaviend smycka je stabilni, potom vztahy
(3.76) a (3.77) udavaji suboptimalni feseni M—tlohy (tj. je splnéna podminka b)
M-ilohy). Optimaln{ feSeni nyni urc¢ime tak, Ze nalezneme optimélni frekvenci
dotyku w; z podminky
in Tifwr) = Ti(w;), (3.78)
b K(w) ~ K@)
kde T;(wt) a K(wt) jsou suboptimalni parametry dané vztahy (3.76) a (3.77).
Pro pocatecni odhad w; muazeme pouzit frekvenci wgg. Je-li M < 1,6, potom
pro systémy s prenosem F'(s) spliiujici pfedpoklady véty 3.4.2 je obvykle
wgp < w; < wize. Pro feSeni M—-tlohy v tomto piipadé staci tedy znat pouze
lokalni model ve frekvenénim pasmu (wgg; w1s0)-

Pfiklad 5 Necht F(s) = ﬁ Reseni M-tlohy pro riizné hodnoty navrhového
parametru jsou uvedena v tab. 3.5. Odezvy uzaviené smycky s optimalnim PI
reguldtorem (M = 1;1,2 a 1,6) pro skokovou zménu pozadované hodnoty w a
poruchy d jsou zobrazeny na obr. 3.10a. Na obr. 3.10b jsou znazornény toleran¢ni
kruhy v roviné F(jw) pro optimalni PI regulator, M =1 a M = 1,2.
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M | K* | T} | argF(jw;)["]
1,00 | 0,686 | 1,884 90,0
1,10 | 0,699 | 1,748 95,2
1,20 | 0,716 | 1,655 99,1
1,40 | 0,752 | 1,537 -104,9
1,60 | 0,788 | 1,464 -108,9

Tab.3.5 Reseni M—tlohy pro riizné hodnoty navrhového parametru

(a)

Obréazek 3.10: a) Odezva na skokovou zménu pozadované hodnoty w a poruchy d
pro optimdlni PI reguldtor, M = 1;1,2 a 1,6; b) toleran¢éni kruhy v roviné F(jw)

pro optimalni regulator, M =1, M =1,2
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Kapitola 4

Uloha robustniho navrhu
regulatoru

V této kapitole budeme definovat obecnou tlohu robustniho ndvrhu requldtoru
pro jednoduchou requlacni smycku, kterd se odlisuje od ndvrhové dlohy (tzv.M-
tlohy) z piedchozi kapitoly predevsim tim, Ze model procesu v podobé nomindl-
niho prenosu je nahrazen celou mnoZinou (neboli mnoZinovgm modelem) pii-
pustnych systémau, které vyhovuji dostupnym informacim o Tizeném systému.
Numerické Tesent takto postavené ulohy je vzhledem k obuvykle vysoké dimenzi
mmnozinového modelu procesu velmi obtizné. UkdZeme vsak, Ze v nékterych spe-
cialnich pripadech lze obtiznost teSeni dramaticky sniZit nahrazenim mmnoZiny
pripustnych systémi jeji tzv. reprezentativni podmmnozZinou, kterd md dimenzi
jedna.

4.1 TUvod

Prevazna vétsina teoreticky podlozenych procedur pro navrh regulatoru zac¢ina
vétou:,,Necht je ddn model Fizeného systému...“. Pod timto modelem se ob-
vykle rozumi jediny pfenos nebo jediny stavovy model atd., ktery reprezentuje
iizeny systém. Casto je nazyvan nominalnim modelem. V lepsim piipadé je jeste
doplnén jistymi tolerancnimi funkcemi nebo tolerancnimi intervaly, které vyme-
zuji neurcitost modelu. Dulezité vSak je, ze se jedna o univerzalni model v tom
smyslu, ze s jeho pomoci lze pfedvidat odezvu systému na libovolny vstup. Bo-
huzel ziskani vyhovujiciho modelu tohoto typu je v priamyslu velmi nakladné
a vétSinou i obtizné proveditelné. Z tohoto dtivodu jsou v primyslu popularni
inZzenyrské metody, které univerzalni model nahrazuji problémové orientovanym
modelem uréenym pouze pro navrh reguladtoru daného typu. Velmi casto jde
o model obsahujici pouze soubor nékolika snadno méfitelnych charakteristic-
kych ¢isel procesu. Poznamenejme, ze prevazna vétsina soucasnych komercénich
algoritmt automatického nastavovani parametri PID regulatort pracuje s mo-
dely procesu tohoto typu [29].

Chceme-li podrobit inzenyrské metody navrhu regulatort objektivni analyze,
je nutné je nejprve zaclenit do teorie. Zda se, ze toto je mozné jediné tehdy,
opustime-li myslenku univerzalniho modelu a nahradime-li ji ideou mnozinového
modelu zahrnujictho vSechny pfipustné systémy s danymi charakteristickymi
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Cisly. Idea mnozZinového modelu, jako takové, neni v zadném ptipadé v teorii
automatického fizeni nova. V minulosti byla mnohokrat uzita. V posledni dobé
napiiklad v krasné teorii robustni stability intervalovych systémii [32]. Spojeni
mnozinového pristupu s inzenyrskymi charakteristickymi ¢isly, na které se dale
soustfedime, se vSak zda nové.

Viimnéme si jesté pojmu robustniho navrhu. Uloha robustniho navrhu spo-
¢iva v nalezeni takového regulatoru, ktery zajisti splnéni stanovenych pozadavkut
pro libovolny systém patfici do mnozinového modelu procesu. Ze vsech takovych
regulatord nasledné vybirame ten, ktery ma miniméalni hodnotu optimaliza¢niho
kritéria.

4.2 Formulace problému

V tomto oddilu budeme definovat tlohu robustniho navrhu regulatoru takovym
zpusobem, aby do svého ramce umoznovala zahrnout rtizné inzenyrské empirické
metody navrhu reguldtort zalozené na charakterizaci fizeného procesu pomoci
nékolika charakteristickych ¢isel. Hlavni odlisnost od navrhové tlohy zkoumané
v predchozi kapitole spoc¢ivd v nahrazeni jediného nominalniho modelu procesu
celou mnozinou pripustnych systémi, které vyhovuji dostupnym inzenyrskym
informacim o fizeném procesu.

Pripustné regulatory

Symbolem R budeme oznacovat mnoZinu pripustnych reguldtori, do které patii
v8echny ryzi prenosy ve tvaru

K Go(s), (4.1)

Gls) = Tis °

kde K > 0,7; > 0 jsou parametry reguldtoru a Go(s) je stabilni pfenos dané
struktury splitujici podminku Go(0) = 1. Pfedpoklddame, Ze pfenos Go(s) mize
obsahovat dalsi parametry regulatoru s predem vymezenymi pfipustnymi inter-
valy hodnot. Poznamenejme, Ze tvar pfenosu (4.1) zahrnuje vSechny obvyklé
reguldtory s integra¢ni slozkou pouzivané v primyslu (PI, PID, Smithtiv pre-
diktor, atd.). Napfiklad pro PID regulétor s pfenosem

1 Tds
G(s) = K (1+ = + )
(s) + Tos + %5+ ,
je
C TTi(1+ §)s* + (Ti + 3¢)s + 1
B %erl '

Go(s)
Pripustné systémy

Symbolem & budeme oznacovat mnoZinu pripustngch prenosi F(s) fizeného
systému. Tato mnozina muze byt definovana rtzné. Nékteré konkrétni definice
budou uvedeny a podrobné studovany v néasledujicich kapitolach této prace.
Vzdy vsak budeme predpokladat, Ze mnozina & je urcena informacemi dvojiho
druhu: 1) apriorni informaci, ktera specifikuje tvar pfenosu F(s), jeho struktu-
ralni parametry, omezeni na polohu pélu a pfipadné dalsi tidaje; 2) informaci
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ziskanou méfenim v identifika¢nim experimentu v podobé charakteristickych ¢i-
sel Fizeného systému. (V této praci se vSak omezime pouze na piipad, kdy v
identifika¢nim experimentu ziskdme jeden nebo dva body frekvenéni charakte-
ristiky Fizeného systému.)

Pro ucely této kapitoly budeme zatim predpokladat, ze mnozina & je defi-
novana nasledovné:

& 2 {F(s) = F(s,q) 1 g € Q C R}, (4.2)

kde F(s,q) je stabilni striktné ryzi racionalni lomend funkce v proménné
s, jejiz koeficienty spojité zavisi na obecném vektorovém parametru q € R”,
mnozina @ je uzaviena podmnozina R” a ur¢uje pfipustné hodnoty parametru
q tak, aby F(s,q) vyhovoval soufasné apriorni i méfenim ziskané informaci.
Jestlize je mmnozina @ souvisld, budeme fikat, Ze souvisld je i mnoZina
G pripustnych prenosti. Poznamenejme pro tuplnost, ze () je souvisld mno-
Zina, jestlize libovolné dva jeji body q1 a g2 1ze spojit spojitou kiivkou lezici v Q.

Bezpecnost ve stabilité

Bezpecnost ve stabilité muze byt definovana rtiznym zptisobem. Pro zacho-
vani obecnosti ji definujme jako relaci na kartézském soucinu R x &. Dvojice
(G(s), F(s)) je prvkem relace £ pravé tehdy, jestlize regulaéni smycka tvorend
reguldtorem G(s) a fizenym systémem F'(s) splituje danou podminku bezpeé-
nosti ve stabilité. V této praci se vSak omezime na nésledujici konkrétni definici
relace £:

Dvojice (G(s), F(s)) je prvkem £ prdvé tehdy, jestlize frekvencni pienos oteviené
smycky

L(jw) = G(jw)F(jw)

neobklicuje a neprotindg M —kruznici pro dany ndvrhovy parametr M € (1,400)
(viz kap.3).

Poznamenejme, ze z uvedené definice £ plyne, ze £ obsahuje pravée ty
dvojice (G(s),F(s)), pro které je uzaviend smycka stabilni a maximalni
hodnota komplementarni citlivostni funkce je omezena hodnotou M. Uzavieny
kruh ohrani¢eny M—kruznici, M > 1 budeme nazyvat M-kruh a oznacovat
symbolem 9. Poznamenejme jesté, Ze spravnost vSech tvrzeni uvedenych
v této kapitole zluistane zachovana, pouzijeme-li alternativni definici bezpec¢nosti
ve stabilité vychazejici z omezeni maximalni hodnoty M, citlivostni funkce
nebo soucasného omezeni citlivostni i komplementarni citlivostni funkce pomoci
dvojice navrhovych parametra M a M.

Kritérium optimality
Symbolem I budeme oznacovat kritérium optimality reguldtoru ve tvaru
A Ti .
I(G(s)) £ — — min, (4.3)
K
kde K a T; jsou parametry reguldtoru (4.1). Zdivodnéni, proé¢ volime kritérium

optimality pravé v tomto tvaru, je uvedeno v predchozi kapitole. Zde pozname-
nejme pouze to, Ze kritérium (4.3) nezavisi na Fizeném systému a Ze z tohoto

32



davodu je velmi vyhodné pro numerické feseni navrhové ulohy, kterou budeme
déle definovat.

Robustni navrh regulatoru

Nyni zavedeme dva dilezité pojmy.

Definice 4.2.1 (Robustni regulator). Reguldtor G(s) € R je robustni (vzhle-
dem k relaci £), jestlize (G(s), F(s)) € £ pro vsechny F(s) € &. Tuto skutecnost
budeme strucné zapisovat nasledovné (G(s), &) C L.

Definice 4.2.2 (Robustné optimalni regulator). Reguldtor G*(s) € R je
robustné optimdlni (vzhledem k relaci £ a kritériu optimality I : R — R), jestlize
G*(s) je robustni (vzhledem k £) a

NG #) = Jof T(G(5))

Nyni jsme jiz pfipraveni definovat obecnou tlohu robustniho navrhu regulatoru
(RNR).

Uloha RNR: Je ddna ¢tverice (R, S, £, 1), kde R, S, £ a I maji vyse uvedeny
vyznam. Naleznéte robustné optimdlni reguldtor G*(s) € R vzhledem k relaci £
a kritériu optimality I.

Bohuzel, numerické feseni takto postavené tlohy neni jednoduché. Je to
proto, Ze mnozina pfipustnych prenostt & obsahuje obecné nekonecné mnoho
prvki a predevsim mé obvykle vysokou dimenzi. Uziti metod doporucovanych
pro takovéto piipady jako je napt. ,miizkovani“, je velmi neefektivni, nebot vzdy
brzy narazime na ,prokleti dimenze“. Nastésti iloha RNR je zformulovana tak,
ze ji 1ze v nékterych specialnich pfipadech vyrazné zjednodusit.

4.3 Zjednoduseni ulohy RNR

Hlavni myslenka zjednoduseni tlohy RNR je nésledujici: »—dimenzionalni mno-
Zinu pfipustnych systémt & promitneme pomoci zobrazeni & 3 F(s) — F(jw)
do komplexni roviny C. Obdrzime tak obor hodnot F(jw), ktery reprezentuje
jakysi zobecnény bod frekvencni charakteristiky mnozinového modelu &. Nyni
Ize ukazat, Ze pro feseni ilohy RNR jsou vyznamné pouze ty pripustné prenosy,
které se zobrazi alespori pro jedno w na hranici mnoziny F(jw). Pro pfesnéjsi
formulaci a dtikaz tohoto principu zavedme néasledujici pojmy.

Obor hodnot

Obor hodnot vSech pfipustnych pfenost F(s) € & pro hodnotu s = jw
oznaéme symbolem F(jw). F(jw) je zfejmé mnozina v komplexni roviné C.
(V nasem pfipadé bude F(jw) vZdy jednoduSe souvisld omezend oblast.) Sym-
bolem O0F(jw) ozna¢me hranici neboli mnozinu vSech krajnich bodd mnoziny
F(jw). Poznamenejme, ze obor hodnot F(jw) pro nas bude centralni pojem.
Jeho vyznam lze nahlédnout ze skuteénosti, ze F(jw) jako dvojdimenzionalni
mnozina reprezentuje typicky vysokodimenzionalni mnozinovy model G.
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Definice 4.3.1 (extremalni pfenos). Necht z € 0F (jw), w >0 a F(jw) =
z pro F(s) € &, potom pienos F(s) budeme nazgvat extremdlnim prenosem
mnoziny F(jw). MnoZinu vSech extremdlnich prenosi mnoZiny F(jw), w > 0
budeme oznacovat symbolem €.

Definice 4.3.2 (reprezentativni podmnoZina &). Nechi pro libovolné
w € (0,400) a libovolny z € OF (jw) existuje pienos F(s) € &€ C & takovy,
Ze F(jw) = z, potom mnoZinu € budeme nazyval reprezentativni podmnoZzinou
mnoziny S.

Poznamenejme, Ze definujeme-li

¢e= |J e,

we(0,400)

potom mnozina & je zfejmeé reprezentativni podmnozina mnoziny &. V nékte-
rych specidlnich, avSak pro nas dilezitych pripadech dale ukazeme, ze pfimo
mnozina €, pro viceméné libovolné wg > 0 splituje pozadavky na reprezenta-
tivni podmnozinu mnoziny 6. Dodejme, Ze v téchto pripadech je &, s vyjimkou
kone¢ného pocétu hodnot w konstantni pro vSechny w > 0.

Princip reprezentativni podmnozZiny

Nyni jsme pripraveni vyslovit jednoduchy princip pro zjednoduSeni ulohy
RNR spocivajici v intuitivné zfejmém tvrzeni: Zobecnéna frekvenéni charakte-
ristika oteviené smycky G(jw)-F(jw) neobkli¢uje a neprotind danou M—kruznici
pravé tehdy, jestlize je tomu tak pro kazdy bod mnoZiny G(jw) - O0F (jw).
Pfesnéjsi formulaci uvadi nasledujici lemma.

Lemma 4.3.1. Necht mnoZina piipustnijch systémi & je souvisld, potom re-
guldtor G(s) € R je robustni vzhledem k relaci £ prdvé tehdy, jestlize soucasné
plati

G(j0) - F(jo) [ m° =0 (4.4)

(G(s),€) C &, (4.5)

kde MM je M-kruh odpovidajici navrhovému parametru M > 1 a & je reprezen-
tativni podmnoZina mnozZiny S.

Dukaz: 1. Necht G(s) € R je robustni vzhledem k relaci £, potom (4.4) plati,
nebot mnozina G(;50)F(j0) podle definice nesmi obsahovat zddné vnitini body
M a (4.5) plati, nebot € C &.

2. Necht plati (4.4) a (4.5). Rozlisime dva pfipady:

(A) Nejprve pfedpoklddejme, Ze existuje pFipustny pfenos Fi(s) € 6,
pro ktery existuje w; € (0,400) takové, Ze Li(jwi) = G(jwi)F1(jw) je vnitini
bod kruhu 9 pro dané M. Zvolme nyni M; > M tak, ze Li(jwi) je stéle
jesté vnitini bod kruhu 9; prislusného k ndvrhovému parametru M;. Ponévadz
(podle definice M—kruhu) 9t; obsahuje pouze vnitini body 9, z predpokladu
(4.4) plyne

G(j0) - F(j0) ()M =0 (4.6)

a z predpokladu (4.5) plyne, Ze pro libovolny pfenos F(s) € € a libovolné
w € (0,40) je L(jw) £ G(jw)F(jw) vngjs bod kruhu ;. Na druhé
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strané z predpokladu Li(jwy) € M3, ze spojité zavislosti F(jw) na w a
z predpokladu (4.6) zfejmé plyne existence we € (0,wq) a Fa(s) € &, tak ze
La(jwa) = G(jwz)Fa(jws) lezi na hranici M;. Tim jsme viak obdrzeli spor, a
tedy pfenos F(s) uvedenych vlastnosti neexistuje.

(B) Nyni pfedpokladejme, Ze existuje pfipustny pienos F3(s) € & takovy, ze
kiivka L3(jw) £ G(jw)F3(jw), w € (0,+00) je disjunktni s kruhem 9, aviak
obkli¢uje kriticky bod [—1, j0]. Pfesnéji Fedeno: index i3 bodu [—1, j0] vzhledem
k uzaviené kiivce L3(jw), w € (—o0,+00) je vétsi nez nula. Z piedpokladu
(4.5) vsak plyne, ze pro libovolny F(s) € € kfivka L(jw) £ G(jw)F(jw) ne-
obkli¢uje kriticky bod [—1, j0]. Zvolme nyni libovolny Fy(s) € €. Ponévadz &
je souvisld mnozina, existuje spojité zobrazeni (0,1) 3 o — F5(s, ) takové, ze
F5(s,a) € & pro vSechny o € (0,1) a déle F5(s,0) = Fu(s) a F5(s,1) = F3(s).
Probihé-1li tedy « interval (0,1) v kladném sméru, méni se index bodu [—1, j0]
vzhledem k kiivee Ls(jw) = G(jw)Fs5(jw, @) z 0 na i3 > 0. To viak je ziejmé
mozné podle véty 2.3.1 jen tehdy, jestlize pro nékteré o’ € (0, 1) prochazi kiivka
L;(jw, o) kritickym bodem [—1,j0]. Odtud plyne, Ze existuje piipustny pre-
nos Fi(s) = Fs(s,a’) € &, pro ktery dile existuje w; € (0,+oc0) takové, ze
Li(jw) £ G(jw1)F1(jwi) je vnitini bod kruhu M pro libovolné M > 1. Timto
jsme piipad (B) pfevedli na pfipad (A). Odtud zfejmé plyne, Ze pfenos Fs(s)
uvedenych vlastnosti neexistuje. Tim je dukaz proveden.

Lemma 4.3.1 #ik4, Ze pro ovéfeni podminky na bezpecnost ve stabilité (zadané
M-kruznici) pro vSechny pfipustné systémy F(s) € & staci testovat pouze ty
pfenosy F(s), které patti do reprezentativni podmnoziny € mnoziny &. Jestlize
za € lze vzit mnozinu €,, pro nékteré wy > 0, potom je tato redukce velmi
podstatnd, nebot misto v—dimenzionalni mnoziny & stadi testovat jednorozmér-
nou mnozinu &,,,. Poznamenejme, ze prave tento pripad nastane pro mnozinové
modely uvazované v nasledujici kapitole. Stejné zjednoduseni lze zfejmé pouzit
i pri feseni ulohy RNR.

Definice 4.3.3. Budeme tikat, Ze iloha RNR dand ctverici (R, S, £, I) je ekvi-
valentni s ilohou RNR danou étverict (R, &', L/, I), jestliZe mnoZiny robustné
optimdlnich requldtori prislusné k témto ulohdm jsou totozZné.

Nasledujici véta je pfimym disledkem lemmatu 4.3.1.

Véta 4.3.1. Necht mnoZina pripustniych systémi & je souvisld, potom tulohy
RNR dané étvericemi (R, S, £,1) a (R, €, L)1), kde € je reprezentativni pod-
mnoZina mnoZiny S a £ C £ je definovdna ndsledovné

£ ={(G(s),F(s)) € £:G(s) €R, F(s) € &},
jsou ekvivalentni.
Na zékladé predchozi véty muzeme nyni zformulovat prototypovy algoritmus
feSeni tlohy RNR:
Prototypovy algoritmus feSeni ilohy RNR

Vstup: Ctvefice (R, S, £, 1)
Vystup: Robustné optimalni reguldtor G*(s) € R
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1. Uréime reprezentativni podmnozinu € mnoziny & majici co mozna
nejmensi dimenzi.

2. Nalezneme pocateéni odhad regulatoru Go(s) € R takového, ze
pro viechny F'(s) € € plati (Go(s), F(s)) € £.

3. Nékterou numerickou metodou parametrické optimalizace feSime optima-
liza¢ni tlohu

I(G) — min
s vedlej$imi podminkami

G(s) eR
V F(s)e €:(G(s),F(s) el
Poznamenejme, ze tloha RNR je obecné nekonvexni optimaliza¢ni tiloha a spés-
nost jejiho numerického feSeni podstatnym zpisobem zavisi na poc¢atec¢nim od-

hadu. Nastésti pro konkrétni verze tloh RNR, které budeme dale uvazovat, lze
ziskat dobré pocatecni odhady pomoci vysledkd obdrzenych v kap. 3.
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Kapitola 5

Mnozinovy model:
frekvencni oblast

V této kapitole pojedndme o mnovém typu mmnozinového modelu procesu, ktery
je motivovdn Zieglerovou—Nicholsovou frekvencéni metodou. MnoZinovy model je
definovdn jako mnoZina pripustnich prenosu, které vyhovuji informacim o Tize-
ném systému dvojiho druhu: apriorni informaci a informaci ziskané mérenim
v identifikacnim experimentu. Apriorni informace urcuje tvar prenosu procesu
(v nasem pripadé je to prenos bez nul) a omezeni na polohu jeho pdli. Infor-
mace ziskand merenim specifikuje nékolik mdlo bodu frekvencni charakteristiky.
Hlavni vysledek této kapitoly je explicitni popis reprezentativni podmmnoziny mno-
Ziny vsech pripustnych systému pro pripad, kdy je zndm jeden mebo dva body
frekvenéni charakteristiky. Z duvodu snazsi srozumitelnosti zdkladni myslenkové
linie jsou vsechny dikazy zde wvedenych tvrzeni a dalsi technické detaily presu-
nuty do specidlni kapitoly vénované matematickym aspektum uvazZovaného pro-
blemu.

5.1 Uvod

Nejprve struéné ptipometime Zieglerovu—Nicholsovu frekvenéni metodu (ZNF).
V ni je regulator urcovan na zakladé predpokladu o monoténnosti prechodové
charakteristiky procesu a znalosti jediného bodu jeho frekvencni charakteristiky.
ZNF metoda tedy ve skute¢nosti vyuziva jako sviij ,,problémoveé orientovany*
model procesu informaci vzniklou spojenim dvou typi informaci. Za prvé jde
o apriorni informaci o monoténnosti prechodové charakteristiky, a za druhé
jde o informaci ziskanou mérenim kritického bodu frekvencni charakteristiky.
Snadno nahlédneme, ze existuje nekone¢né mnoho systémt, které soucasné vy-
hovuji obéma témto pozadavkiim. Nelze tedy stanovit jediny nominalni model
pro navrh regulatoru. ZNF metoda tento problém obchazi tak, ze nabizi heu-
ristické vztahy pro prfimy vypocet parametru regulatoru obsahujici pouze na-
méfend data. Tento pfimy empiricky pfistup, eliminujici jakykoliv model, ma
vsak z teoretického hlediska jeden zasadni nedostatek. Neumoziuje totiz me-
todu exaktné analyzovat a vymezit, pro které procesy je vyhovujici a pro které
nikoliv. Zda se, ze navzdory v posledni dobé velkému zajmu o ZNF metodu neni
dosud objasnéna ani otazka, pro kterou tfidu linearnich systémii vede na sta-
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bilni uzavienou smycku. Tato prekvapiva skutecnost je zpisobena ziejmé tim,
ze efektivni charakterizace vSech linearnich systémti s monoténni prechodovou
charakteristikou a frekvenéni charakteristikou prochézejici zadanym bodem neni
v zddném pripadé jednoduchou zalezitosti. Bez této charakterizace vSak ziejmé
nelze jednodusSe preklenout propast mezi inZzenyrskou empirii a presnou teorii.
To je duvod, pro¢ se budeme naznacenym problémem a jeho pFirozenym
zobecnénim dale podrobné zabyvat.
Predpokladejme, ze Tizeny systém lze s dostatecnou presnosti popsat preno-
sem F'(s) ve tvaru
P(s) = 270
p(s)

kde Ky > 0 a p(s) je polynom stupné maximalné n s realnymi nezdpornymi ko-
eficienty. Dale necht je dopfedu znamo, %e vSechny kofeny polynomu p(s) jsou
redlné a stabilni, tj. lezi v intervalu (—oo,0) (jestlize navic zndme stuperi asta-
tismu Fizeného systému, mizeme piimo urcit i ndsobnost pélu 0). Tato apriorni
informace o Fizeném systému nam vydéluje z mnoziny vSech linearnich systému
relativné tzkou tiidu ,rozumnych® systémi. Systémy této tfidy budeme nazy-
vat apriorné pripustnymi systémy. Poznamenejme, ze do této tfidy patii témér
v8echny jednoduché inzenyrské modely procesu [29]. Naptiklad nejcastéji uzi-
vany model ,systém prvniho fadu s dopravnim zpozdénim® lze vyjadfit ve tvaru
(5.1) pro n — oo.

Prirozena je nyni otazka, kolik dalsi informace o Fizeném systému potiebu-
jeme pro navrh vyhovujiciho regulatoru. Pracujeme-li ve frekvencéni oblasti,
nabizi se zméfeni jednoho, dvou ¢i nékolika bodu frekvencéni charakteristiky.
Zde se vSak setkdme s dalSim problémem: Jak volit prislusné frekvence tak,
abychom ziskali pravé tu informaci, ktera je pro nas cil dulezita. Hlavni pro-
blém vSak spociva v tom, jak ziskanou informaci zpracovat do podoby vhodné
pro navrh regulatoru. Uzijeme-li standardni pristup, potom nékterou interpo-
la¢ni nebo aproximacéni metodou uré¢ime nominalni model s pfedem viceméné
nahodné zvolenou strukturou a obvykle nizkym poctem parametri a dale pak
jiz pracujeme pouze s jedinym nominalnim modelem . Bohuzel, tento postup
mé celou fadu vaznych nedostatkii. Jednim z nich je volba vhodné struktury
modelu. Ukazuje se totiz, ze neexistuje zadny jednoduchy univerzalni model
vhodny pro vétsinu primyslovych procest [30],[6], ktery by obsahoval pouze
nékolik malo parametra urcitelnych z experimentalné zmérenych dat. Z tohoto
dtvodu v nasi struktufe modelu (5.1) pfipoustime stupefi polynomu p(s) libo-
volné vysoky (n lze stanovit libovolné). Z toho ovSem plyne, Ze existuje neko-
neéné mnoho apriorné pripustnych systémt, které interpoluji namérené body
frekvencéni charakteristiky. Efektivni charakterizace vSech takovychto pripust-
nych systému se zda na prvy pohled nefesitelna. Nastésti z predchozi kapitoly
vime, Ze pro feSeni tlohy RNR nam stac¢i znat pouze prislusnou reprezentativni
podmnozinu mnoziny piipustnych systémt. Hlavnim vysledkem této kapitoly
je uplna charakterizace pfislusné reprezentativni podmnoziny pro pripad, kdy
zname jeden nebo dva body frekven¢ni charakteristiky.

(5.1)

5.2 Zakladni pojmy a oznaceni

Symbolem & budeme oznacovat mnozinu vsech linedrnich ¢asové invariantnich
systémi s pfenosem ve tvaru (5.1), kde Ko > 0 a p(s) je libovolny polynom s re-
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alnymi nezdpornymi koeficienty. Skutec¢nost, Ze dany prenos F'(s) patii do mno-
Ziny S, budeme zapisovat nasledovné: F(s) € S.

Podmnozinu S obsahujici pouze pfenosy ve tvaru (5.1), kde polynom p(s) je
stupné maximéalné n, budeme oznac¢ovat S"™. Podmnozinu S resp. S™ obsahujici
pouze prenosy (5.1), ve kterych kofeny polynomu p(s) lezi v symetrické mnoziné
D c C~, budeme oznacovat Sp resp. Sp.

Necht Fy,F5,...,F, € C a 0 < w; < ws < ... < wg, potom
SR (F1,w1; Fo,wa; . . .; Fi,wy) nebo zkracensd Si((F;,w;)k ) oznacuje mnozinu
v8ech prenosi F'(s) € Sp, které navic spliuji interpolaéni podminky

F(jw;) = F; (5.2)
—2m < arg F'(jw;) <0, (5.3)
kde i = 1,2,...,k a arg F'(jw;) oznacuje celkovy thel, o ktery se oto¢i pravo-

di¢ F'(jw;) kolem pocatku komplexni roviny, jestlize w probéhne interval (0,w;)
v kladném sméru. Podminka (5.3) vyjadfuje pozadavek, aby interpolaéni pod-
minky (5.2) pfifazovaly hodnoty frekvenéni charakteristice F(jw) pfi prvém
,ob&hu“ F(jw) kolem pocatku a nikoliv pfi nékterém dalsim. Poznamenejme
jesté, ze je-li wi; = 0, potom ma smysl uvazovat pouze realné F; > 0.

Mnozina vSech pripustnych systémi stupné maximdlné n je tedy definovana
vztahem

SH(( Z,wm ) 2 {F(s) € 8% : F(s) splituje (5.2) a (5.3)} (5.4)

V pripadé, kdy nebudeme omezovat maximéalni stupen prenosu, budeme hovorit
0 mnoziné vsech pripustnych systémi

'SD(< uwz i= 1 é U zawl i= 1) (5'5)

V situacich, kdy bude zfejmé, kterou z mnozin (5.4) nebo (5.5) mame na mysli,
budeme jednoduse hovorit pouze o pripustnych systémech.

Mnozinu vSech hodnot, které nabyvaji pienosy F(s) € SH((F,w:)¥ ;)
v bodé s = jw, w > 0, ozna¢me symbolem F3((F;, w;)¥_ ;;w) tj.

FB((Fywi)izgsw) £ {F(jw) : F(s) € Sp({Fi,wi)izi)} (5.6)

a analogicky definujeme
oo
]:D(<Flvw1 i=17W é U lvwz i= hw) (5'7)

Pro vyclenéni astatickych systémt zavedme pro pripad 0 € D jesté nasledujici
oznaceni
Sh.m £ {F(s) € S} : p(s) ma m—nésobny kofen 0} (5.8)

Podobné
Spn((Fiywi)izy) & {F(s) € Sp((Fy,wi)izy) : F(s) €SP} (5.9)
Fpm(Fiywidioi;w) £ {F(jw) : F(s) € Sp 1 (Fiywi)iz1)} (5.10)
Ve zbytku této kapitoly se omezime na piipad D = R~ = (—oc0,0). Pozna-

menejme vsak, ze v kap. 6 se budeme c¢astecné zabyvat i obecnym pfipadem.
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5.3 Jednobodovy model

V tomto oddile budeme vySetiovat model Sf_(Fi,w1) pro F; € C — R*
a w; > 0. Nasim cilem bude nalézt kostruktivni popis hranice mnoziny
Fi-(Fi,wi3w) pro w > 0, w # wp a na jeho zakladé poté urcit reprezenta-
tivni podmnozinu mnoziny Sg_ (F1,w1).
Bez ztraty obecnosti se miizeme omezit na normalizovany (v zesileni a ¢ase)
pifpad Fy = e 7%, p € (0,27) a w1 = 1, nebot podle lemmatu 6.2.2 plati
F1 w

]:Hgf(Fl,WLLU) = |F1| .7:];{?, (W,l,w—l

) = |Fy|- Fo_ (e_j“’, 1; i) (5.11)
w1
Déle tedy budeme zkoumat mnozinu pfipustnych pienosti Sy_ (e77%,1).
Vlastnosti mnoziny F§_(e™7%,1;w) si pro vétsi nazornost ukazeme nejprve
na prikladech a teprve potom uvedeme obecné tvrzeni, jehoz dikaz je z davodu
lepsi srozumitelnosti textu presunut spolu s dalsimi technickymi detaily do
kap. 6.

Priklad 1 (¢ € (5, 7))

Necht n = 5, ¢ = 3%, w = 2. Mnozina F_(e77%,1;w) je zobrazena na obr.
5.1a. Jde o kfivouhelnik se Sesti vrcholy oznacenymi krouzky. Pozoruhodné
je, Ze hranici tohoto kiivotuhelnika (jak dokazuje véta 6.3.3) odpovidaji pouze

pfipustné prenosy ve tvaru

Ko
(118 + 1)™ (Tas + 1)n2s™’

H(nhnz,m)(s) = (5.12)

kde Ko >0,0<7 <m,n; >1,ny>1,m>0an;+nes+m<n.

(a) (b)

Obrézek 5.1: a) Mnoziny Fp_ (eij%ﬂ, 1;2), Fo_ l(efj%r, 1;2); b) frekvenéni charak-
teristiky odpovidajici vrcholim obou vyznacenych kfivouhelniki

Kazdé strané kiivothelniku Fg_ (e77%,1;w) je na obr. 5.1a piifazena uspora-
dana trojice (i1,142,13), kterd ndm k4, ze vSechny body této strany odpovidaji
piipustnym pfenosim ve tvaru (5.12), kde ny = i1, ne = is a m = i3. Dale
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vrcholy kiivothelnika odpovidaji pfenostim ve tvaru (5.12), kde 7 = 7. Tedy
prenosy odpovidajici vrcholim maji maximéalné dva rtizné pdly a jsou ve tvaru

Ky

Vowim ®) = Gy

(5.13)
kde Ko > 0,74 > 0,n1 > 1,m > 0 a ny + m < n. Tomu odpovida i prislusny
popis vrchold na obr.5.1 pomoci uspofddané dvojice (ni,m).

Vsimnéme si jeSté mnoziny f§,71(e_j‘ﬂ, 1;w), kterou na obr. 5.1a pfedsta-
vuje kiivothelnik s vrcholy (1,1),(2,1),(3,1),(4,1). Této mnoziné odpovidaji
na rozdil od zbytku mmnoziny Fp_ (e 7%, 1;w) jak statické, tak i astatické
pfipustné pfenosy. Na obr. 5.1b jsou zobrazeny frekvencni charakteristiky
pripustnych pfenost odpovidajici vrcholiim obou vyznacenych kfivothelniki.

Priklad 2 (¢ € (0,%))

Necht n = 5, ¢ = Z, w = 2. Mnozina F}_(e™’%,1;w) je zobrazena na obr.
5.2a. Je to opét kiivouhelnik, tentokrat vSsak pouze s péti vrcholy. Znaceni stran
a vrchold kiivotthelnika Fp_ (e™J 5,1;2) méa stejny vyznam jako v piikladu 1.
Vsimnéme si, ze posledni prvek usporadanych trojic a dvojic je vzdy 0, coz
znadi, ze hrani¢ni body kfivothelnika odpovidaji pouze statickym systémum.
Na obr. 5.2b jsou zobrazeny frekvencni charakteristiky odpovidajici vSem
vrcholtm kfivothelnika F_ (e77%, 1;w).

(a) (b)

Obréazek 5.2: a) Mnozina F2_ (e 7%, 1;2); b) frekvencéni charakteristiky odpovidajici
vrcholtim kfivotthelnika F2_ (e 775, 1;2)

Priklad 3 (¢ € (m, 22))

Nechtn =5, ¢ = %’T, w = 2. Mnozina F;_ (e77¥,1;w) je zobrazena na obr. 5.3a.
Zde jsou téz vyznaceny kiivothelniky fﬂg,yl(e*w, Liw)a .7-']{{,72(6*”’, L;w) . Po-
znamenejme, ze napi. pro vyznaceny bod C' existuji odpovidajici pfipustné sys-
témy se stupni astatismu 0,1,2 avsak pro bod B existuji pfipustné systémy pouze
se stupni astatismu 0,1 a pro bod A jen se stupném astatismu 0. Na obr.5.3b jsou
zobrazeny frekvenc¢ni charakteristiky odpovidajici vSsem vrcholim kiivothelnika

Fi(e77%, L;w).
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Obrézek 5.3: a) Mnozina (efj%ﬂ, 1;2); b) frekvenéni charakteristiky odpovidajici

vrcholiim kfivotuhleniki .7:]12, (Gl T ,1;2)

Z uvedenych prikladt bychom mohli usoudit, Zze vSechny pfipustné prenosy,
které maji vice nez dva nenulové pdly, odpovidaji vnitfnim bodim mnozZiny
Fi_(e77¢,1;w). Toto tvrzeni, jak uvidime déle, skutecné plati pro kazdé n,
libovolné ¢ € (0,27) a w > 0,w # 1. Uplnou charakterizaci hranice mnoziny
Fg_(e79%,1;w) ndm poskytuje nasledujici véta:

Véta 5.3.1 (hranice F7 (e 7%,1;w)). Necht r £ L%‘"J, potom mnozina

Fi(e79%,1;w), kde ¢ € (0,27), w > 0, w # 1, je kfwothelnik v komplezni
roviné s n nebo n + 1 vrcholy a stranami, které jsou urceny ndsledovneé.

Vircholy:
(i) Je-lir =0, potom F_(e~9°,1;w) md n ndsledujicich (po sobé jdoucich)
vrcholi:
‘/(n,O) (j(U), ‘/(nfl,O) (jw)7 ) ‘/(1,0) (jw)a (514)
kde Vix,0), k=1,2,...,n je pripusiny prenos dany vztahem
Ky
Vi = — 5.15
(k,0) (8) (Tk;S ¥ 1)k‘ ) ( )
kde
TR = tan%
K, = (tan® % + 1)g

(i) Je-lir >0, potom Fi_(e™9%,1;w) md n + 1 ndsledujicich (po sobé jdou-
cich) vrcholi:

‘/(n,O)(jw)a ‘/(n—l,O)(jw)v ceey WT+1,0) (jw)a
Vv(l,r)(j"”)a ‘/(n—'r',r)(jw)v ‘/in—7'+1,r—1)(jw)a B ‘/in—l,l)(jw)a (516)
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kde V(i m)(s) je pripustny prenos dany vztahem

Kkm
Vi = 5.17
(k) (5) o5 + s’ (5.17)
kde
p—mj
Tem = tan A 2
_mX k
Kim = (tan2<p m2+1>2
Strany:

(i) Je-lir =0, potom Fg_(e79%,1;w) md n stran (v kompatibilnim poradi
s vrcholy (5.14)) uréengch kiivkams

Hp1,0)(jw, ),  a € (ago, brio), (5.18)
kde uspofddand trojice indexi (k,1,0) probihd n—clennou posloupnost
(1a n-— 1v 0)7 (1,71 - 27 0)7 ) (17 1; 0)7 (Tl - ]-7 1a O)a (519)

H11,0)(s,«) je pripustny prenos dany vztahem

Honso(s:2) = o +I1{]kkl [(gk)lo(a)s =T (5.20)
kde
Trio(@) = tana
ko) = tanwilka
Kro(@) = [mho(a)s + 112 [9()s + 1]
a
ago = 0
brio = kLJil

(ii) Je-lir >0, potom Fg_ (e3¢, 1;w) mdn+1 stran (v kompatibilnim poradi
s vrcholy (5.16)) uréengch krivkams

He.my(Jw, @), a € (agim, bkim), (5.21)
kde usporddand trojice indexi (k,l, m) probihd n + 1-élennou posloupnost
(lanf 170)3(1,717 270)7"'7(17Ta0)7

(m—-r—-11r),(n—r,1,r—1),...,(n—1,1,0) (5.22)

Hi1.m) (s, @) je pripustny prenos dany vztahem

Kiim ()
Thim ()8 + 15 [Qgm () s + 1]ts™’

H(k,l,m)(saa) = [ (523)

43



kde

Trm () = tana
— ko —mZE
Dum(a) = tan w
Kiim (@) = 7 ()5 + 1% [y ()5 + 1]2
' (m+1)
0 prop—(m+1)T <0
kim = < o—(m+1)E . (5.24)
—0= prop—(m+1)5>0
¢ —m3j
b = — 5.25
klm k+1 ( )
Diuikaz: Tvrzeni véty plynou pfimo z véty 6.4.1 a lemmatu 6.4.1.
|

Vsimnéme si, ze pfipustné polynomy (5.15), (5.17), (5.20) a (5.23) nezavisi
na volbé frekvence w a tedy, Ze krajnim bodim mnoziny Fg_ (e77%,1;w) odpo-
vidaji stéle tytéz pfipustné pfenosy. Jinymi slovy: extremalni systémy mnoziny
Fr- (e77%,1;w) nezévisi na konkrétni volbé frekvence w, w > 0,w # 1. Z tohoto
divodu mizeme tedy primo hovofit o extremalnich pfenosech modelu ¢i mno-
ziny Sp_(e77%,1).

Oznacime-li nyni symbolem &£F_(e™7%,1) mnozinu, do které patii vSechny
polynomy (5.15), (5.17), (5.20) a (5.23) z véty 5.3.1. (odpovidajici hranici
Fi_(e79%,1;w)), potom plati pro nase tcely dilezitd véta:

Véta 5.3.2 (reprezentativni podmnozina). MnoZina Ef_(e”7¥,1) je repre-
zentativni podmnoZina mnoZiny S (e77%,1).

5.4 Dvoubodovy model: pripad w; =0

V tomto oddile budeme vySetiovat model S§_ (F1,wi; Fo,we) pro Fi € RT,
w1 = 0,F, € C— Rt a wy > 0. Nasim cilem bude, podobné jako v piedcho-
zim oddile, nalézt konstruktivni popis hranice mnoziny Fr- (F1,wr; Fo,wa;w)
pro w > 0, w # 1 a na jeho zadkladé ur¢it reprezentativni podmnozinu mnoziny
Sp- (F1,w1; F2,w2). Bez ztraty obecnosti se miiZzeme omezit na normalizovany
pfipad F; =1, Fy = re 7% wy = 1, nebof podle lemmatu 6.2.2 plati

F1 F2 w
Fi(Frwi Bwsiw) = |B|-F (02— ) =
R ( 1, W15 £'2,Wa w) | 1| R |F1| |F2| W
- |F1|-.F§,<1,O;re’j“",1;i) (5.26)
[0%)

Dale tedy budeme zkoumat mnozinu piipustnjch pfenost Sg_ (1, 0;7re~7%, 1),
kde r > 0, ¢ € (0,2m).

Pro tcely zavedeni nékterych pomocnych pojmt uvazujme nejprve mnozinu
pripustnych prenosi Sg-(1,0). Pfipomenime, ze F'(s) € Sg-(1,0) pravé tehdy,
jestlize



kde p(s) je libovolny polynom majici pouze realné zaporné kofeny a plati p(j0) =
1. Je-li
Z2{z:2€C—{0},argz € (—27,0)}

otevieny sektor komplexni roviny, potom body F'(j) € Z frekvenénich charakte-
ristik pfipustngch systémi F'(s) € Sg-(1,0) vyplni zfejmé Gtvar Fo zobrazeny
na obr. 5.4a.

o
L

Re

(a) (b)

Obrézek 5.4: a) Mnozina F», b) buiika B4

Jinymi slovy
Fo=Fp-(L,0;1)NZ

Odtud zfejmé plyne, ze Sp_(1,0;7¢ 7%, 1) je neprazdnd mnozina pravé tehdy,
jestlize re=J® € F,.
Nyni uvazujme pfenosy Ry (s) € Sg-(1,0), k=1,2,... ve tvaru
1

Re(s) = (e (5.27)

Frekvenéni charakteristiky Ry(jw), & = 1,2,... se v sektoru Z s vyjimkou
bodu 1 neprotinaji (viz lemma 6.5.1) a tedy rozdéluji Z (a téz F2) na disjunktni
souvislé komponenty (viz obr.5.4b). Otevienou oblast B, C Z, k = 1,2, ... kom-
plexni roviny ohrani¢enou kfivkami Ry (jw), Rk+1(jw), w € (0,+00), a pro k >
3 téz redlnou osou R tak, ze By lezi nalevo od orientované kiivky Ry (jw),
w € {(0,+00) a napravo do orientované kiivky Rj11(jw), w € (0, 400) budeme
nazyvat k-burikou nebo burikou Bj mnoziny Fr-(1,0;1). Na obr. 5.4b, je vy-
znacena burka 4.

Pojem buiiky jsme zavedli proto, ze vlastnosti mnoziny 73 (1, 0; re 4% 1;w)
zéavisi na tom, v které k—burice se nachazi bod re~7¥. V této souvislosti pozname-
nejme, Ze jestlize bod re~7¢ nepatii do zadné butiky By, k € {1,2,...,n—1}, po-
tom je mnozina pfipustnjch pienostt Sg_ (1, 0; re 9% 1) prazdna. Predtim, nez
uvedeme obecnou vétu charakterizujici hranici mnoziny Fg_(1,0;re™7%, 1;w),
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w > 0,w # 1, ilustrujme si vlastnosti této mnoziny na nékolika prikladech.

Priklad 1 (re 7% € By)
Necht n = 5, r = 0,5, ¢ = %, w = 2. Mnozina F_(1,0;re¢ 7%, 1;w) je
zobrazena na obr. 5.5a. Je to kiivouhelnik se ¢tyfmi vrcholy. Prekvapivé je, ze
hranici tohoto kfivotuhelnika odpovidaji pouze prenosy ve tvaru

1
(118 + 1) (128 + 1)"2 (138 + 1)78”

H(m,nz,m) (s) =

kde 0 < 74 < 1 < 713,n1 > 1L,ng > 1ng > 1a Z?Zlni < n. Pro-
zradme dopiedu, Ze toto tvrzeni plati obecnd. Kazdé strané kiivouhelniku
F#_(1,0;7¢79#,1;w) je na obr. 5.5a piifazena uspofadand trojice (i1, iz,13),
ktera nam rika, ze vSechny body této strany odpovidaji pfipustnym prenostim
ve tvaru H;1 ;2,43 (s). Vrcholy kfivotihelnika odpovidaji pfenosiim ve tvaru

1
(Tls + 1)"1 (7—25 —+ 1)”2

Wn17n2)(3) = s
kde 0 < 7 <79, ny > 1,ns > 1 an; +ny < n. Této skutecnosti odpovida i
pfislusny popis vrcholit pomoci uspofddanych dvojic (nq,m). Na obr. 5.5b jsou
zobrazeny frekvencni charakteristiky pripustnych prenost odpovidajici vSem vr-
choliim kfivothelnika F_(1,0;7e™7%, 1;w).

(1.1)
-02((4,1)
©=2

(a) (b)

Obrazek 5.5: a) Mnozina Fp_ (1, 0; 0.5¢773,1;2); b) Frekvenéni charakteristiky od-
povidajici vrcholim k¥ivouhelnika .7-"]12, (1,05 0.5¢ 7% 1; 2)

Pi¥iklad 2 (re=7% € By)
Necht n =5, r =0,6, ¢ = 5, w = 2. Mnozina Fj_(1,0;7¢ 7%, 1;w) je zobra-
zena na obr. 5.6a. Je to opét kiivothelnik, tentokrat vsak s péti vrcholy. Znaceni
stran a vrchold mé stejny vyznam jako v piikladu 1. Na obr. 5.6b jsou zobrazeny
frekvencni charakteristiky pfipustnych pfenosti odpovidajici vSem vrcholtim kyi-
votthelnika 72 (1,0;re 7%, 1;w).

Pi¥iklad 3 (re=7% € By)

Necht n =5, r=0,75, ¢ = %, w = 2. Mnozina F7_(1,0;re 7%, 1;w) je zobra-
zena na obr. 5.7a. V tomto pfipadé jde o kiivotuhelnik se ¢tyfmi vrcholy. Na obr.
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Obrézek 5.6: a) Mnozina Fp_(1,0; 0.6e773,1;2); b) Frekvenéni charakteristiky od-
povidajici vrcholtm kiivothelnika 75 (1,0; 0.6e77%1; 2)

5.7b jsou zobrazeny frekvenéni charakteristiky pfipustnych prenost odpovidajici
vSem vrcholtim kiivothelnika Ff_ (1,0;7re™7%, 1;w).

-0.122 02r

-0.123 (1) (1.4)
_o2t
o=

—0.124

_o6l

-0.125

0. L
-0.372 -0.362 -04 -0.2 ) 02 0.4 06 08 1 12

(a) (b)

vidajici vrcholim kiivouhelnika fﬂg, (1,0 %e_] ,1;2)

Obrazek 5.7: a) Mnozina Fo_ (1, 0; %e‘j%, 1;2); b) Frekvenéni charakteristiky odpo-
2

Poznamenejme, Ze i v obecném piipadé lze dokdzat (viz véta 6.3.3), zZe

vSechny pfipustné prenosy, které maji vice nez tfi vesmés riuzné nenulové poly,

odpovidaji vnitfnim bodim mnoziny Fg_(1,0;re 7%, 1;w), w > 0,w # 1. Nyni

naznacime zpusob, jak urcit pfipustné prenosy pravé se dvéma a tfemi vesmeés
ruznymi pély. Zacnéme s prenosem ve tvaru

1
(118 + 1)1 (138 + 1)n2”

Vina ) (8) = (5.28)
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kde 0 <7 < 7o,n1 > 1,n2 > 1,n1 + ng < n. Pfenos (5.28) pfi pevnych ny,ng
obsahuje pouze dva nezndmé parametry 71, 7o. Lze dokédzat (lemma 6.5.4), Ze
jestliZe existuje pfipustny pfenos ve tvaru (5.28) splitujici podminku 0 < 77 < 79,
potom existuje pravé jeden takovyto prenos a prislusné parametry 71, 72 mohou
byt vypocteny nasledovneé:

tan ag

Ty = tanm, (5.29)
n2

T1

kde aq je jediné feSeni rovnice
= Y —nia 3 1

(tan2a+1> (tan271+1> = -

n2

pro neznamou « v intervalu

m p—n25
b 20N )
rna 2 ﬂ ny niy + no

Vsimnéme si, ze pfi daném ¢ jsou 71, 7o urceny jednoznac¢né uspoiadanou dvojici
(nl, 7?,2).
Nyni hledejme pripustné prenosy ve tvaru

1
(Tls —+ 1)"1 (7—25 —+ 1)"2(7'35 —+ 1)”3 ’

H(nl,nzyns)(s) = (5.30)

kde 0 < 74 <1 < 73,n1 > 1,nyg >1,ng >1a Z?Zlm- < n. Ponévadz
tvar (5.30) obsahuje o jeden parametr vice nez tvar (5.28), lze olekévat, zZe
bude existovat jednoparametrické mnozstvi pfipustnych pfenosi ve tvaru (5.30).
Skutecné, jestlize je mnozina piipustngch systémi ve tvaru (5.30) neprazdné,
potom lze tuto mnozinu parametrizovat pomoci vztah:

71(6) = tanag
72(8) = tan %;maﬁ, (5.31)
3(8) = tanp

kde ag je jediné feSeni rovnice

n _ _ 2
(tan2a+1) ’ (tanQMJrl) ' = —(tanzﬂJrl)
n9 r

n3
2

pro neznamou « v intervalu

e (pg) N(ERL oy

ni ni + ng

a parametr (3 probih4 interval

Vs
Iﬁ £ <an1n2n3;bn1n2n3> C <0a 5);

ktery je definovan implicitné relaci

Y —njag T © — (n1 +n2)
I5 <~ <7,—) (—,
pels pe no +ng 2 n ng ns3

N

|6

2
~—
o
[J%)
[N}
N—
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Ziejmé, pii danych r a ¢, zavisi meze Gn nong,bnin.ng intervalu Iz pouze
na usporadané trojici (n1, ne, ng). Vice pfimy zpusob jak tyto meze uréit vyplyva
z lemmatu 6.5.8. Poznamenejme, ze parametrizaci (5.31) lze snadno ziskat uzi-
tim (5.29) pro pfipad, kdy v (5.30) zafixujeme 75 na hodnoté tan 3, kde 5 € I3
je parametr. Relaci (5.32) potom obdrzime z podminky 0 < 71 < 75 < 73.

Pro nase ucely je dulezité, ze zobrazeni

H iy nymg) (Jw, B), B €I
pro dané w, w >0, w # 1, kde
1
[T1(B)s + 1] [12(B)s + 1]"2[73(8)s + 1]"s

je hladka kfivka v komplexni roviné jejiz pocatecni i koncovy bod odpovida
piipustnym pfenostm ve tvaru (5.28). (Detaily viz definice 6.5.5 a lemma
6.5.8). Nyni jsme jiz pfipraveni formulovat vétu charakterizujici hranici mnoziny
Fi-(1,0;7e79%,1;w) v obecném piipadé:

H(n17n2,n3)(8’ﬁ) £

(5.33)

Véta 5.4.1 (hranice F7_(1,0;7¢ 9%, 1;w)). Necht re 7%, kde r > 0,¢ €
(0,27), je bod butiky By, m=1,2,...,n—1 mnoZiny Fg-(1,0;1), potom mno-
Zina F_ (1, 0; re 9%, 1;w), kde w > 0,w # 1, je krivothelnik v komplexni roviné
sn — 1 nebo n vrcholy a stranami, které jsou blize uréeny ndsledovné:

Vrcholy:

(i) Je-lim =1, potom Fp_(1,0;re 7%, 1;w) md n — 1 vrcholi:
Wl,l)(jw)a ‘/(2,1)(]‘("})3 cey ‘/(n—l,l)(jw)a
kde Vip, n,)(s) je pripustny prenos ve tvaru (5.28) dany vztahem (5.29).
(i) Je-lim € {2,3,...,n—2}, potom Fg_(1,0;re 9%, 1;w) md n vrcholi:
Vim,1) (@), Vim+1,1)(§w), - - 5 Vin—1,1)(Jw),
‘/(n72,2) (j(U), ‘/(n73,3) (jw)a ey ‘/(nfm,m) (j(U), Wl,m) (j(U),
kde Vi, ny)(8) je pripustny prenos ve tvaru (5.28) dany vztahem (5.29).
(i) Je-lim =n—1, potom F_(1,0;re 7%, 1;w) md n — 1 vrcholi:
Vin-1,1)(jw), Vin—2,1)(Jw), - - -, Vi1,n—1) (Jw),
kdeViy, n,)(8) je pripustny prenos ve tvaru (5.28) dany vztahem (5.29).
Strany:
(i) Je-lim =1, potom F_(1,0;re 7%, 1;w) mdn—1 stran uréengch kiivkami
H(nl,nz,ng)(jwv 6)7 6 E (an1n2n37bn1n2n3);
kde uspotddand trojice (n1,ne,ng) probihd (n — 1)—clennou posloupnost
(1,1,1),(1,2,1),...,(Ln—2,1),(n — 2,1,1),
Hn, nams) (8, 8) je pripustny prenos dany wztahy (5.33), (5.81) a

Anynanss Oninans JSOU urcena relact (5.82).
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i e-lim € {2,3,...,n—2}, potom F2_(1,0;7¢ 7%, 1;w) md n stran urce-
(i1) Je-li {2,3 2}, potom Fi_ (1,0 1% 15 w) t
nych krivkami

H(n1,n2,n3)(jwa ﬂ)a ﬂ € (anlnﬂlsvbnlnzns)a
kde uspofddand trojice (ny,m2,n3) probihd n—clennou posloupnost

(1,m,1),(1,m+1,1),...,(1,n—2,1),
(nf2,1,1),(n73,1,2),...,(n7m71,1,m),(1,m71,1)

Hn, mams) (8, 8) je pripustny prenos dany wztahy (5.33), (5.81) a
Unynsnss Oninans JSOU urdena relact (5.82).

(iit) Je-li m = n — 1, potom F_(1,0;re 9%, 1;w) md n — 1 stran urcéengch
krivkami
H(n1,n2,n3)(jwaﬂ)a ﬂ € (anlnﬂlsvbnlnzns)a

kde uspotddand trojice (n1,ne,ng) probihd (n — 1)—clennou posloupnost
(nf 23171)3(n737172)7"'7(1a17n7 2)3(17717271)7

Hn, nans) (8, 8) je pripustny prenos dany wvztahy (5.33), (5.81) a
(nynangs Oninans JSOU urcena relact (5.82).

Dtkaz: Tvrzeni véty plynou pfimo z véty 6.5.1 a lemmat 6.4.1, 6.5.4, 6.5.7.
6.5.8.

Vsimnéme si, ze z véty 5.4.1 vyplyva, ze pripustné polynomy odpovida-
jici krajnim bod@m mnoziny FF (1,0;7r¢ 7%, 1;w), w > 0, w # 1 nezavisi
na konkrétni volbé frekvence w. Z tohoto diivodu mizeme tedy primo hovo-
fit o extremalnich pFenosech modelu ¢i mnoziny Sg_ (1, 0;7e 7%, 1). Oznaéime-li
tedy symbolem £ (1,0; re~7%, 1) mnozinu viech extremalnich pfenostt mnoziny
Sp-(1,0;7re™7%, 1), potom zfejmé plati nasledujici véta:

Véta 5.4.2 (reprezentativni podmnozina). MnoZina £ (1,0;re 7%, 1) je
reprezentationi podmnoZina mnoziny Sg_ (1,0;re 9%, 1).

5.5 Dvoubodovy model: pfipad w; > 0

V  tomto oddile struéné nazna¢ime ideu  konstrukce  mnoziny
Fi-(Fi,w1; Fo,woiw), kde w > 0, w ¢ {wi,wz}, pro piipad w; > 0.
7 dtvodu strucnosti neuvedeme obecnou charakterizaci hranice této mnoziny,
ale pouze nacértneme konstruktivni postup jak ji v konkrétnim pripadé nalézt.

Zakladni idea konstrukce mnoziny Fi_ (F1,wi; Fp,wz;w) spoéiva v tom, Ze
nejprve nalezneme mnozinu F_ (F1,wy;we) (viz véta 5.3.1) a jisty systém jejich
podmnozin — tzv. bunék (viz lemma 6.6.2) a poté na zdkladé jejich znalosti po-
stupné sestrojime vrcholy a hrany mnoziny Fg_ (F1,w1; F2,wo;w). Cely postup
nyni nastinime pro obecny pfipad. Ac¢koliv zde pouzijeme intuitivni zpasob vy-
kladu, poznamenejme, ze spravnost celého postupu je plné dokazéna v kap. 6.
Poznamenejme jesté, ze predkladany postup je téz vhodny pro numericky algo-
ritmus urcujici prislusné extremalni prenosy.

50



Z véty 5.3.1 plyne, ze v popisu mnoziny Fp_(F1,wr;ws) hraji vyznamnou
roli pfipustné prenosy ve tvaru

Ko

_— 5.34
(115 + 1)nagm’ ( )

V(nl,m)(s) =

kde K9 >0, 71 >0, ny > 1, m >0, n; + m < n a pripustné prenosy ve tvaru

Ky
(115 + 1)1 (138 + 1)n2sm’

kde Ko >0, 0 <71 <7, ng >1, nyg >1m >0, ngi +ne+m < n.
Poznamenejme, Ze je-li ddna uspofddand dvojice (ni,m), potom podminka
Viny,m)(8) € SE— (F1,w1) jednozna¢né urcuje parametry Ko a 71 v (5.34) (v pii-
padé, Ze takové existuji). Odtud plyne, Ze pfipustnym pfenostim ve tvaru (5.34)
odpovida konec¢ny pocet bodti mnoziny F_ (F1,w1;w). Tyto body budeme nazy-
vat uzly mnoziny Fg_ (Fi,wi;w). Z véty 5.3.1 vime, ze mezi uzly patii vSechny
vrcholy kiivothelniku Fg_ (F1,wi;w). Podobné, je-li ddna uspofadana trojice
(n1,m2,m), potom podminka H(,, n,m)(s) € Sp-(Fi,wi) urcuje jednopara-
metrické mnozstvi pfipustnych pfenosii ve tvaru (5.35) (v pfipadé, ze existuje
alespoii jeden takovyto pfenos). Tedy pfipustnym pfenostm (5.35) pro danou
uspofadanou trojici (n1,n2, m) odpovida kfivka v mnoziné F_ (F1,wi;w). Tuto
kiivku budeme nazyvat (11, nz, m)-prickou mnoziny Fg_ (F1,w;;w). Podle véty
5.3.1 jsou vSechny strany kiivothelnika FJ_ (F1,w;;w) pricky. Nyni provedme
jesté jeden krok. Uvazujme pripustné prenosy ve tvaru

ko
(118 + 1)™ (728 + 1)"2(735 + 1)"3s™’

H(nl,nQ,m) (5) = (535)

B("17"2,n37m)(5) = (5.36)

kde Ko >0,0<7 <7 <m,n >1,4i=123 m>0, > ni+m<n.
Obor hodnot pfipustnych polynomit B, ny.nsm)(s) € Sg-(F1,w1) pro da-
nou uspofadanou ¢étverici (ni,n2,n3,m) v bodé s = jwy je ziejmé podmno-
zina Fy_ (F1,w1;we). Tuto podmnozinu budeme nazyvat (n1,na, n3, m)-burikou
nebo jen bunkou mnoziny Ff_ (Fi,wi;wz) a budeme ji téZ oznacovat symbo-
lem B(ni,ng,ng, m). Pro zavedené pojmy plati nésledujici tvrzeni:

(i) Krajni body pficek mnoziny Fg_(Fi,wi;wz) jsou uzly mnoziny
fﬂg,(Fl,wl;wg).

(i) Bunky mnoziny Fg_ (F1,wi;ws2) jsou ohrani¢ené tfemi nebo Ctyimi piic-
kami mnoziny Fg_ (Fi,wi;ws) .

(iii) Sjednoceni vSech bunék B(ni,ns,ns, m), kde étvefice (n1, ne, n3, m) pro-
bih& pres vSechny ctvefice, pro které plati n; > 1, i = 1,2,3, m >0 a
2?21 ni +m < n, je mnozina Ff_(F1,w;ws). (Poznamenejme, ze dvé
riizné buitky se mohou obecné piekryvat.)

Nyni se zabyvejme na chvilku mnozinou F§_(Fi,wi;Fh,wo;w), kde
w > 0,w ¢ {w1,w2}. Neni té7ké uhodnout, Ze stejnou roli, jako polynomy
ve tvaru (5.34), (5.35) a (5.36) hraji pro mnozinu F_ (Fi,w;ws) hraji dale uve-
dené tvary polynomii pro mnozinu Fg_ (F1,ws; I, wo;w). Konkrétné pro uzly
mnoziny Ff_ (Fi,w1; Fo,we;w) jsou to polynomy ve tvaru

Ko
(118 + 1)™ (128 + 1)2 (135 + 1) g™’

‘/(nl,ng,ng,m) (5) = (537)
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kde Ko >0, 0<m <1 <713, n;>1,1=1,2,3, mEOaZ?:lni—l—mgn.

Pro piicky mnoziny Fg_ (F1,w1; F2,wz;w) jsou to polynomy ve tvaru
Ko

H?Zl(ris—i— 1)nigm’

kde Ko > 0, 0 <14 <1 <13 <1y, n; >1 1=1234 m >0 a

2?21 ni +m < n. A konecné pro buitky mnoziny Ff_ (F1,w1; Fz,wa;w) jsou
to polynomy ve tvaru

H(nl,nzyns,anL)(S) = (5.38)

Ky
B("1,nz,n3,n4,ns,m)(5) = H5 (5.39)

i (Tis +1)mi sm’
kde K() > 0, 0 S T1, T3 S Ti+1, i = 1,2,3, n; Z 1, T = 1,2,3,4, m Z 0a
Z?:l n; +m < n.

Nyni jsme pfipraveni naznacit krok vedouci k urceni uzld, pficek a bunék
mnoziny Fg_ (F1,wr; Fa,wo;w) na zakladé znalosti uzld, pficek a bunék mno-
ziny Ff_ (Fi,wi;ws). Jestlize Fy & Fp_(F1,w1;wz), potom je ziejmé mnozina
Fi-(F1,w1; Fa,wy;w) prazdna. Je-li Fy € B(ni,ng,n3,m), kde B(ni, na, n3, m)
je néktera buinka mnoziny Fp_ (F1,w1;wz), potom existuje jediny piipustny pre-
108 B, ngng,m)(8) € Sg—(F1,w1) ve tvaru (5.36). Tento pienos je soucasné
ve tvaru (5.37) a odpovida tedy uzlu mnoziny Fg_ (F1,w:; Fo, wo;w). Timto
zplisobem miizeme zkonstruovat vSechny uzly mnoziny Fg_ (F1,wr; Fo, wo;w).
K tomu ziejmé staci, provedeme-li vySe naznacenou konstrukci uzlu pro vSechny
buitky B(ni,ng,ng,m), do kterych patii Fy. Celkovy pocet uzli mnoziny
Fi-(Fi,w1; Fa,wo;w) je tedy roven poctu bunék obsahujicich bod F». Zname-
li vSechny uzly mnoziny Fg_ (F1,wi; Fa, wo;w), miiZeme jiz relativné snadno
zkonstruovat vSechny jeji pricky a dokonce i jeji buiiky, nebotf hranice
bunék jsou tvoreny pftickami. Pozadujeme-li nalézt pouze hranici mnoziny
Fi-(F1,w1; F2,ws;w), mizeme postupovat tak, Ze odstranénim vnitinich pfi-
¢ek z mnoziny vSech pficek ziskame strany kiivouhelniku Ff_ (F1,wi; Fa, wa;w).
Poznamenejme, Ze skutecnost, zda je (n1,na,ns, ng, m)— pficka vnitini pricka,
Ize snadno urdit pouze na zékladé ¢isel ny, no, nz, ng a m.

Nyni budeme cely postup ilustrovat na dvou prikladech, které budou samy
0 sobé uzitecné i pro analyzu Feseni tloh RNR v nasledujicich kapitolach.

Piiklad 1 (arg F; € (0, %))

Necht n = 5,F, = e 95, w; = 1,F, = —0,225 — 0,632j,wy = 2, w = 3.
Na obr. 5.8 je zobrazeno pét kopii mmnoziny Fj_(Fi,wi;ws), na kterych
je dohromady vyznafeno pomoci uspofddané Ctvefice (ni,ng,ng,m) vsech
10 (= (g)) neprazdnych bunék této mnoziny. (Na kazdé kopii je vyznaceno jen
nékolik navzajem nepiekryvajicich se bunék.) VSimnéme si, Ze kazdym tfem
vrcholtim (k,0), (1,0), (m,0), k > 1 > m pkislusi butika (k — 1,1 — m, m,0).

Na obr. 5.9 je zobrazena mnozina F_ (F1,w1;ws) se vSemi svymi pfickami.
Ty ji rozdéluji na 11 disjunktnich komponent. Kazda z téchto komponent patii
do nékolika bunék. Pro kazdou komponentu jsou bunky, které je obsahuji, vyzna-
¢eny pomoci pfislusnych usporddanych ¢tvefic. Vsimnéme si, ze bod Fy vyzna-
¢eny kiizkem patii do komponenty, ktera je obsazena v péti riznych bunkach.
Z toho plyne, Ze existuje pravé pét riiznych p¥ipustnych prenosii ve tvaru (5.36)
a (5.37), kde ¢tvefice (n1,nz2,nz, m) probiha nésledujici posloupnost

(1’ 27 1’ 0)7 (1? 27 27 0)7 (27 1’ ]'7 0)’ (27 17 2’ 0)’ (27 27 17 0)'
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(50) (5,0)

R
“ N w

(1, (1,2,1,0)

( .0) (1,2,2,0

(2,1,1,0)

(1,22,0) (2,1,2,0)

(1,1,3,0 (13.1,0 2210
(1,2,1,0) (1,1,3,0) (2,2,2,0)
(1,2,2,0) (5.0) (1,2,2,0) (2,2,1,0)

(2,1,1,0) ’ 1,3,1,0)

Obrazek 5.9: Komponenty mnoziny Fy_ (F1,w1;ws2) uréené pfickami této mnoziny

Odtud plyne, Ze mnozina Fg_(Fi,wi; Fo,wp;w) ma pét riznych uzld.
Vsechny tyto uzly jsou soucasné vrcholy mnoziny Fp_ (F1,w1; Fo,wo;w), jak
je patrné z obr. 5.10. Na stejném obrazku jsou zobrazeny téz frekvenéni charak-
teristiky odpovidajici vrcholiim Fg_ (F1,wr; F2,wa;w). Pozoruhodné je, Ze tyto
charakteristiky témér splyvaji. Poznamenejme, ze obdobné splyvani vsech frek-
venénich charakteristik pienosti F(s) € Sg_(Fi,wi; Fa,ws) je typické a témer
nezavisi na volbé n a konkrétnich bodt Fy,w; a Fy,ws. Z této skutecnosti lze
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usoudit, Ze presnd znalost dvou bodu frekvenc¢ni charakteristiky pro dané fa-
zovd zpozdéni (tedy étyf ¢isel) je vice neZ dostateénd informace (pii uvazované
apriorni informaci) pro navrh vyhovujiciho reguldtoru.

02195

(1,2,1,0)

(2,1,1,0)

-0.2205

~0.2215}

(2,2,1,0)

02225

Obrazek 5.10: a) Vrcholy kfivouhelnika F (F1,w1; F2,w2;w); b) frekvenéni charak-
teristiky odpovidajici vrcholim Fp_ (F1,wi; Fa,w2;w)

Piiklad 2(arg Fy € (5, 7)) Necht n =5, I = e % wy = 1,wy = 2. Na obr.
5.11 je zobrazena mnozina Fj;_ (F1,wi;ws) se viemi svymi pfickami. Ty ji roz-
déluji tentokrat na 15 disjunktnich komponent. Ctyfi nové komponenty, které se
nevyskytovaly v pfikladu 1, jsou opatfeny ptislusnym seznamem bunék.(Seznam
stejné jako v ptrikladu 1 obsahuje vSechny bunky, které danou komponentu ob-

sahuji). VSimnéme si, Ze vSechny tyto komponenty ,obsahuji“ jak statické, tak i
astatické systémy ve tvaru (5.36) a dohromady tvofi mnozinu F_ | (F1,w1;wz).

Obrazek 5.11: Mnoziny Fy (F1,wi;ws) a Fg ; (Fi,wi;w) se vemi svymi ptickami.
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Kapitola 6

Extremalni polynomy

Necht p(s) je polynom s redlngmi nezdpornymi koeficienty stupné mazimdlné
n, jehoZ koteny lezi v dané symetrickeé podmnoziné D levée poloroviny C~ kom-
plexni roviny. PoZadujme ddle, aby tento polynom splioval interpolacni pod-
minky p(jw;) = P;, i = 1,2,...,k, kde w1,wa, ... ,wk jsou redlnd nezdpornd
a Py, Ps,..., Pr komplexni cisla. MnoZinu vsech takovych polynomi oznacme
PR((Pi,wi)¥_1) a obor hodnot vech polynomii p(s) € PR((P;,w:)k ) pro s =
jw, oznacme Vi ((P;,wi)k_;w). V této kapitole se budeme zabyvat ndsledugicim
problémem: Naleznéte vsechny tzv. extremdini polynomy p(s) € PR((P;,w:)E 1),
které odpovidaji krajnim bodim mnoziny Vi ((P;,w;)*_|;w), pro dané w. Pro
obecné D uvedeme nutnou podminku, kterou musi splnovat extremadlni polynomy.
Ve specidlnim pFipadé D = (—o0,0) ukdZeme, Ze extremdlni polynomy nezdvist
na vybéru w a nalezneme jejich explicitnt tvar a efektivni algoritmus pro jejich
vypocet v pripadé k < 2.

6.1 Formulace problému

V tomto oddilu zavedeme zékladni pojmy a oznaceni, které budeme déle uzivat
v celé této kapitole.

Symbolem P budeme oznacovat mnozinu vsSech polynomt s realnymi ne-
zapornymi koeficienty. Podmozinu P obsahujici pouze polynomy maximalné
stupné n,n = 1,2, ... budeme oznacovat P™. Podmnozinu P resp. P" obsahujici
pouze polynomy, jejichz kofeny lezi v symetrické mnoziné D C C~, budeme
oznacovat Pp resp. Pp.

Necht P, P,...,P. € C a 0 < w; < ws < ... < wg, potom
PR(Pr,wi; Py, wa; .. .5 P, w) nebo zkracend PR ((P;,w;)* ) oznaéuje mnozinu
v8ech polynomu p(s) € P} (tzv. pfipustnych), které spliuji interpola¢ni pod-
minky

p(jwi) = Bi (6.1)
0 <arg p(jw;) < 2m, (6.2)
kde i = 1,2,...,k aargp(jw;) oznacuje celkovy thel, o ktery se otoél pravo-

di¢ p(jw;) kolem poéatku komplexni roviny, jestlize w probé&hne interval (0, w;)
v kladném sméru. Podmimka (6.2) vyjadiuje pozadavek, aby interpola¢ni pod-
minky (6.1) pfifazovaly hodnoty kfivce p(jw) pfi prvém ,obéhu“ p(jw) kolem
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pocatku a nikoliv pfi nékterém dal$im. Poznamenejme jesté, ze je-li w; = 0,
potom mé smysl uvazovat pouze P; € R. Mnozina vsech pripustnych polynomi
PR({P;,w;)* ;) je tedy definovina vztahem

PR(P;,wi)¥_ 1) 2 {p(s) € PR : p(s) splituje (6.1) a (6.2)}. (6.3)
Dale definujme

PD(( sz'L z 1 é U “wl i= 1) (64)

Mnozinu viech hodnot, které nabyvaji polynomy p(s) € PR ({P;,w;)% ;) v bodé
s = jw,w > 0, oznaéme symbolem V3 ((P;,w;)k_;;w) tj.

VB((Pwidizgsw) £ {p(jw) = p(s) € PR((Pi,wi)iey)} (6.5)

a analogicky definujme
VD(<P1;W1 i=1) W U szz z 15 ) (66)

Mnozinu V3 ({(P;, w;)¥_,;w) budeme nazjvat oborem hodnot pyripustnych po-
lynomi v bodé s = jw.
Pro ptipad D = R~ £ (—o00,0) zavedme jesté nasledujici oznaceni

Pi-m = {p(s) € Pg-: p(s) mad m-nasobny kofen 0}. (6.7)
Podobné

Pi- m((Prywi)izy) 2 {p(s) € PR-((Pwi)izi) : p(s) € PE- ) (6.8)

Vi (P wi)isgsw) £ {p(jw) : p(s) € P (P widiy) }- (6.9)

Definice 6.1.1 (extremalni polynom). Je-li = € OVR((Pi,w)k |;w),
w >0, w ¢ {w,wy...,wi}, potom kazdy polynom p(s) € PR((P;,wi)r ),
pro ktery plati p(jw) = z, budeme nazgvat extremdlnim polynomem mnoZiny

Vi (( za‘*’l)f W)

V této kapitole se budeme zabyvat nasledujicim problémem: Naleznéte
vechny extremalni polynomy p(s) € Pr((Pi,w;)¥ ;) mnoziny Vi ((P;,w;)¥_1;w)
pro dané w. Ve specidlnim ptipadé D = (—o0, 0) ukdzeme, Ze extremdlni poly-
nomy nezavisi na vybéru w a nalezneme jejich explicitni tvar a efektivni al-
goritmus pro jejich vypocet v piipadé k < 2. Pro obecné D uvedeme nutnou
podminku, kterou musi spliiovat extremalni polynomy.

6.2 Pomocna tvrzeni
Nyni uvedeme nékterd pomocna tvrzeni tykajici se mnoziny pripustnych po-

lynomtt P ((P;,w:)%_ ;) a jejich oboru hodnot VI ((P;,w;)*_;;w), w > 0, kterd
budou dale uzite¢na pro charakterizaci extremalnich polynomii.
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Lemma 6.2.1. Je-li p(s) € PR({(Pi,w;)¥ ), potom pro libovolné a,b > 0 plati
ap(}) € Ph(( aPy, bur )iy).
Ditkaz: Necht p(s) € PR ({P;,w;)¥_,), potom podle definice plati
p(jwi) = P
arg p(jw;) € (0,2)
pro vSechny i = 1,2,..., k. Odtud

bjw;

1) = aplj) = aP

ap(

a tedy .
ap(3) € PR({ aPi, bwi Yy).

Lemma 6.2.2. Pro libovolnd a,b > 0 plati
1
V(P wi)iy;w) = - Vp({aby, bw; Vizy; bw).

Specidlne pro k =1 a wy > 0 plati

P1 w

. w
Vp( Pr, wi; w) =[P1] - Vp( ﬁvl —) = |P|-Vp(e*,1;,—),  (6.10)

: w1 w1
kde 1 € (0,2m).

Duikaz: Necht z = p(jw) € VE((P;,wi)¥_1;0),p(s) € PE((P;,wi)k_ ), potom
podle lemmatu 6.2.1 plati

S
ap(}) € Ph({ aPi, bwi )iy)
a tedy
jbw )
ap(*5°) = ap(jw) € VB(( aPy, bw; )iy, bw)
neboli

1
z =p(jw) € . V5({ aP;, bw; >f:1;bw).

Obracenim postupu je dikaz dokoncen.
|

Poznamenejme, Ze lemmata 6.2.1 a 6.2.2 umoznuji provadét méritkovani
interpolacnich dat Py, P, ..., Py a wi,ws,...,wk, a tim snizit pocet nezavisle
proménnych. Viz napf. (6.10).
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Lemma 6.2.3. Necht q(s) € PR((Pi,wi)¥ 1), 0 < w1 <ws < ... <wy,2k<n,
potom polynom

p(s) = q(s) +4(s) (6.11)
je prokem PR({ Pi,w; )k |) prdvé tehdy, jestlize
6(s) = s(s> +w)(s> +w?) ... - (8> + W) (dn_orr18" 2+ .+ dis + do),
pro w; = 0, nebo
(6.12)
5(s) = (s> + W) (s> +wd) ... (s> + W) (dnoks" "2 4+ ... +d1s + dp),
pro wi > 0,

kde do,ds,... jsou takovd redlnd cisla, Ze p(s) md vSechny své kofeny v mnoziné
D a plati podminka (6.2).

Duikaz: 1. Necht p(s) ve tvaru (6.11) je prvkem PR((P;,w;)¥ ,), potom
podle pfedpokladu plati

p(jwi) = q(jwi) + 6(jwi) = P + 0(jw;) = P;
proi=1,2,... k. Odtud plyne
S(wi) =0, i=1,2,... k. (6.13)

Ponévadz 6(s) je polynom s redlnymi koeficienty stupné maximalné n z (6.13)
plyne, ze 6(s) je ve tvaru (6.12), kde do,ds,... jsou libovolnd redlnd cisla
takovd, ze p(s) ma v8echny své kofeny v mnoziné D a plati (6.2).

2. Obrécens, je-li 6(s) ve tvaru (6.12), kde dg, d1, ... jsou libovolna redlna
isla takova, ze p(s) ve tvaru (6.11) ma vSechny své kofeny v D a plati (6.2),
potom je ziejmé p(s) € Pp((Pi,wi)r_ ;).

Poznamenejme, ze podminka (6.2) pro polynom (6.11), bude zfejmé splnéna
vzdy, jestlize dg,dq, ... jsou v absolutni hodnoté dostatecné maléa realna cisla.
7Z tohoto divodu je mozné tuto podminku vypustit budeme-li zkoumat pouze
polynomy v dostateéné malém okoli polynomu ¢(s).

Pro pfipad w; > 0 a n = 2k z lemmatu 6.2.3 plyne, Ze vSechny polynomy
p(s) mnoziny P2F({ P;, w; )%_,) lezici v dostateéné malém okoli polynomu g(s)
Ize vyjadrit ve tvaru

p(s) = q(s) + (s° + wi)(s* + w3) - ... - (s* + wi)do,

kde dy je takové redlné cislo, ze p(s) mé vSechny své kofeny v mnozing D.
Vsimnéme si, Ze pfipustnou mnozinu hodnot dy 1ze jednoduse urcit Evansonou
metodou geometrického mista kofenil [31]. V tomto piipadé dale plati

p(jw) = q(jw) + (T = w?)(W5 —w?) ...+ (Wi — w?)do,
a tedy pro libovolné w ¢ {w1,wa,...,wr} je VE((P;,w; Y¥_|;w) podmnozinou
primky rovnobézné s redlnou osou komplexni roviny. Naznacenou techniku urco-
véani vlastnosti Vi ((P;,w;)¥_;;w) budeme déle ¢asto uzivat pro specidlné volené
polynomy g¢(s).
K diikazu, Ze néktery bod 2z € Vi ((P;,w;)* 1;w) je vnitini bod mnoZiny
VI ((P;,w;)*_|;w) bude uzite¢né nasledujici lemma.
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Lemma 6.2.4. Predpoklddejme, % q(s) € PR({Pi,wi)¥ 1), 0 < w1 < wa <
. < wg a r(s) je libovolny dany polynom s redlngmi koeficienty stupné nej-
vyse n — 2, ktery spliuje podminku r(jw) # 0 pro vdechna w > 0, w &
{wi,wa,...,wi}. Ddle necht existuje spojitd funkce Ao : [a,b] — R definovand
na
Q = {[a,b] : b>0,a* — 4b < 0},
kterd splnuje ndsledujict dvé podminky:
(i) Pro vSechny [a,b] € Q je Ao(a,b) >0 (resp. Ao(a,b) <0),
(ii) Pro vsechny [a,b] € Q a pro vSechny A € (0,Xo(a,b)) (resp. A €
(Mo(a,b),0)) je polynom
pa(s,a,b) = q(s) + A(s? + as + b)r(s)
prokem mnoziny Py (P, wi)k 1),
potom je q(jw) vnitini bod mmnoziny Vi ((P;,w;)*_;w) pro libovolné w > 0,
w & {wr,wa, ..., Wi}
Dukaz: Necht w > 0,w & {w1,wa, . ..,w}. Definujeme

Q. = {[a,b]: b€ <%w2, gw2>, la| < \/l_)}

Ziejmé Q). C Q a mnozina
Uys 2 {s* 4+ as + bls—jow = b— w? — jwa : [a,b] € Q.}

obsahuje 0 jako svij vnitini bod, jak je patrné z obr.6.1.

.
-

\

Obrazek 6.1: Mnozina U,

Déle podle pfedpokladu je na Q. definovana spojité funkce A\g(a,b) a pro li-
bovolné [a,b] € Q. je Ao(a,b) > 0. Ponévadz Q. je kompaktni mnozina,
podle podminky (i) existuje A* > 0 takové, Zze pro vSechny [a,b] € Q. je
Ao(a,b) > A*. Podle podminky (ii) je polynom

pa(s,a,b) = q(s) + A(s® + as + b)r(s)
prvkem PR ((P;,w;)*_|) pro viechny [a,b] € Q. a A € (0, \*). Tedy mnozina
Voo £ {pa(jw, a,0) : [a, 8] € Qc, A € (0,A7)}
je podmnozinou Vi ((P;, w;)¥_ ;w) a ziejmé plati
Vo = q(jw) + {\r(jw) - Uy : A € (0, X")}.
Odtud plyne, ze ¢(jw) je vnitini bod V,, a tedy téz mnoziny Vi ((P;,w:)%_ ;w).
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Lemma 6.2.5. Necht polynom q(s) € PET(Py,wi)k ), kde 0 < wy < wy <
. < wk, md vsechny své koteny uvnitF mnoZiny D, potom je q(jw) vnitini bod
mnoZiny V2k+1(< P wi)_;w) pro libovolné w > 0, w € {w1,wa, ..., wi}.

Dukaz: Podle lemmatu 6.2.3 je libovolny polynom p(s) ve tvaru
p(s) = q(s) +(s) (6.14)
prvkem mnoziny PA((P;,w;)%_,) za predpokladu, 7e
5(s) = (82 +w)(s* +wi) ...+ (s +wi)(dis + do),

kde dg, dy jsou libovolnd v absolutni hodnoté dostateéné mala realna disla ta-
kové, Ze p(s) ma vSechny své kofeny v D. Ponévadz podle pfedpokladu mé
polynom ¢(s) vSechny své kofeny uvnitf mnoZiny D, ze spojité zavislosti mezi
kotfeny a koeficienty polynomu plyne, Ze pro v absolutni hodnoté dostateéné
mald ¢isla dp a d; mé i polynom p(s) ve tvaru (6.14) vSechny své kofeny uvnitf
mnoziny D, a je tedy prvkem P2 ((P;,w;)k ;). Odtud plyne, ze pro w > 0,
w ¢ {wl,wg, ..., wg} je bod

p(jw) = q(jw) + (Wi —w?) (W) —w?) ... - (Wi — w?)(dijw + do)

pro v absolutni hodnoté dostatecné mala dy a d; prvkem mnoziny
V(P w)k_;w), a v disledku toho je ¢(jw) vnitini bod mnoziny
VI (P wi)ky; ).

|
Stejnym zptisobem lze dokézat i nasledujici lemma.

Lemma 6.2.6. Necht polynom q(s) € P2 ((P,wi)¥ 1), kde 0 = w1 < wy <
. < wk, md viechny své koteny uvniti mnoziny D, potom je q(jw) vnitini bod
mnoziny VI ((P;,w;)k_1;w) pro libovolné w > 0, w & {wa,ws, ..., wk}-

Nyni uvedeme analogické tvrzeni k lemmatim 6.2.5 a 6.2.6 pro pripad
A

D =R £ (—00,0). Lemmata 6.2.5 a 6.2.6 pro tento pfipad nelze pouzit,
ponévadz mnozina R~ C C~ neméa v C zadné vnitini body.

Lemma 6.2.7. Necht polynom q(s) € PeF ((Pr,wi)f_1), 0 <wi <ws <...<
wg, je ve tvaru

q(s) = ko(mis + 1)(m2s + 1) - ...+ (Tapg18 + 1), (6.15)

kde kg > 0 a T1,72,...,Top+1 Jsou vesmés riznd kladnd cisla, potom
je q(jw) wnitini bod mmoziny VT ((Pi,w;)s_,, pro  libovolnd w > 0,
w & {wr,wa, ..., Wi}

Dukaz: Podle lemmatu 6.2.3 je libovolny polynom p(s) ve tvaru
p(s) = q(s) +9(s), (6.16)
kde
5(s) = (s> + w?) (s +wd) ... (s +wd)(dis + do)
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a dg, d; jsou libovolna v absolutni hodnoté dostateéné mala realna ¢isla takova,
Ze p(s) méa vSechny své kofeny v intervalu (—oo, 0), prvkem mnoziny polynomii
77];]3“ ({(P;,w;)% ;). Ponévadz podle pfedpokladu ma polynom q(s) vesmés riizné
zaporné kofeny, ze spojité zavisloti mezi kofeny a koeficienty polynomu plyne,
Ze pro v absolutni hodnoté dostateéné mald ¢isla dy a dq mé i polynom p(s)
ve tvaru (6.16) vSechny své kofeny uvnitf intervalu (—oo,0), a je tedy prvkem
Pﬁ’iﬂ((]%,wi)f:l). Odtud plyne, Ze pro w > 0, w &€ {w1,ws,...,wr} je bod

p(jw) = q(jw) + (Wi — w?)(WF —w?) ... (Wi — w?)(dijw + do)

pro v absolutni hodnoté dostatecné mald dy a dy, prvkem mnoziny
Vélfﬂ((Pi,w,-ﬁ:l;w) a v dusledku toho je ¢(jw) vnitfni bod mnoZiny
VEE (P wi) s w).-

|
Stejnym zptisobem lze dokézat i nasledujici lemma.

Lemma 6.2.8. Necht polynom q(s) € P2 ((P;,w)_ 1), 0 = w1 <ws < ... <
wg, je ve tvaru

Q(S) = ])1(7_1S + 1)(7’28 + 1) e (TQkS + 1),
kde T1,72,..., Tk jsou vesmés riznd kladnd &isla, potom je q(jw) vnitini bod
mnoZiny Vak ((Pi,wi)¥_1;w) pro libovolné w > 0, w & {wa, ws, ..., wi}.

Pro ziskani jednoduché predstavy o vyznamu praveé uvedenych lemmat 6.2.5 az
6.2.8 objasnime napiiklad tvrzeni lemmatu 6.2.7. Polynom ¢(s) ve tvaru (6.15)
mé 2k + 2 volnych parametr: ko, 71, 72,...,T2k+1. K tomu, abychom splnili
interpola¢ni podminky

q(jw) =P;, i=1,2,...,k,

které predstavuji 2k rovnic pro kazdé i dvé rovnice—jedna pro redlnou a druha
pro imaginarni ¢ast, potfebujeme 2k parametrt, fekneme ko, 7, 72,..., Tok_1.
Tvrzeni lemmatu 6.2.7 ¥ik4, ze zbylé dva volné parametry 7o a Top+1 za uve-
denych predpokladt zajisti, Ze bod ¢(jw) pro w > 0, w & {wi,wa,...,wk}
miuze probihat dvojdimenzionélni oblast v komplexni roviné. Konkrétné napft.
pro k =1 jsou body

q(jw) = ko(Trjw + 1)(2jw + 1) (7w + 1),
kde g(s) jsou piipustné polynomy a 71,72, 73 jsou vesmés ruznéd kladné disla,
vnitini body mnoziny V3_ (Pi,w1,w) pro libovolné w > 0, w # w;.
6.3 Nutna podminka pro extremalni polynomy

Nejprve budeme charakterizovat polynomy p(s) € P5((P;,w;)¥_,), které nemo-
hou byt extremalnimi polynomy. V pfipadé D = R~ takto obdrzime dostatecné
silnou nutnou podminku extremalnosti polynomu, kterou uzijeme v nasledujici
Casti k iplnému FesSeni problému extremalnich polynomu pro pfipad k& < 2.
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Véta 6.3.1 (w1 > 0). Necht polynom p(s) € PR({(Pi,wi)¥ 1), kde n > 2k + 1,
0 < wp <ws < ... < wg, md alesponi 2k + 1 svych korentu wvnitt mnoZiny
D, potom je p(jw) vnitini bod mnoZiny V5 ((P;,w;)¥_1;w) pro libovolné w > 0,

w g {wl,wg, .. wk}
Jingmi slovy, za uvedenych predpokladi p(s) meni extremdlni polynom
pro Zddné w >0, w & {w1,wa,...,wk}.

Dukaz: Z predpokladu plyne, Ze polynom p(s) lze vyjadfit ve tvaru

p(s) = a(s)r(s), (6.17)

kde ¢(s) je polynom stupné 2k + 1, jehoz vSechny kofeny lezi uvnitf mnoziny D

r(s) je vhodny polynom. Podle pfedpokladu déle plati

p(jwi) = q(jwi)r(jw;) = P, i=1,2,...k

neboli

P;
r(jws)
Tedy q(s) € PR (P}, wi)k_ ), a podle lemmatu 6.2.5 je ¢(jw) vnitinim bod
mnoziny VZH((P;, wl)z 1;w), pro libovolné w > 0, w ¢ {w1,ws, ..., wi}. Od-
tud ovSem vzhledem k (6.17) plyne, Ze i bod p(jw) je vnitini bod mnoziny

VB (P, wi)iysw).

/

2 p

(i

q(jw;) = 1=1,2,... k.

Témér stejnym zptsobem lze dokazat pomoci lemmat 6.2.6 az 6.2.8 nasledujici
vety:

Véta 6.3.2 (w; = 0). Necht polynom p(s) € PR((Pi,wi)¥ ), kde n > 2k,

0 =w < wy < ... < wg, ma alesponn 2k svych korent uvniti mnoziny D,
potom je p(jw) vnitini bod mnoZiny Vi ({P;,w;)¥_;w) pro libovolné w > 0,
w g {wl,wg, N wk}

Jingmi slovy, za wvedengch piedpokladi p(s) neni extremdlni polynom
pro Zddné w > 0,w & {wa,ws, ..., wk}.

Véta 6.3.3 (D = R™, wy > 0). Necht polynom p(s) € PE_((P;,w;)¥_,), kde
n>2k+1,0<w <wsy <...<wg, je ve tvary

p(s) =ko(ris+ 1)(res+1) ...  (Thems + 1)s™

kde 0 < m < mn a T1,T2,...,Th—m JSOu nezdpornd redlnd cisla, mezi kterymi
existuje alespori 2k + 1 vesmés riuzngch kladngch éisel, potom p(jw) je vnitini
bod mnoziny Vg ((Pi,w;)¥_1;w) pro libovolné w > 0, w & {w1,wa, ... ,wk}.

Jingmi slovy, za uvedenych predpokladi p(s) meni extremdlni polynom
pro Zddné w > 0,w & {wi,wa, ..., wg}.

Véta 6.3.4 (D = R™, wy; = 0). Necht polynom p(s) € Pp_((P;,wi)t_,), kde
n>2k, 0=w <ws <...<wg, jeve tvaru

p(s) = Pi(mis+ 1)(res+1) ...  (Ths + 1),

kde P, > 0 a 71y,79,...,7T, jsou nezdpornd redlnd cisla, mezi kterymi existuje
alespont 2k vesmés riznych kladngch &isel, potom p(jw) je vnitini bod mnoZiny
Vi- ({ P, wi)k_;w) pro libovolné w > 0, w € {w2,ws, ..., wk}.

Jingmi slovy, za uvedenych predpokladi p(s) meni extremdlni polynom
pro Zddné w > 0,w & {wa,ws, ..., wk}.
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Pro nase dalsi ucely budou velmi dulezité nasledujici nutné podminky pro ex-
treméalni polynomy.

Véta 6.3.5 (D = R™, w; > 0). Necht p(s) je extremdini polynom mnoZiny
VR (P wi)fjjw), kden > 2k+1,0 <wy <wy < ... <wp, w >0, wég
{wi,wa, ..., wi}, potom je p(s) ve tvaru

p(s) =ko(mis + 1) (ras+ 1) - ...« (128 + 1)"2*s™, (6.18)

kdek0>0,ni21,0§ﬁ§Tg...§7’2k,m20aZ?ﬁlniergn,

Dukaz: Z predpokladi dokazované véty plyne, Ze existuje z = p(jw) €
Ve ((P,wi)f_1;w), kde p(s) € PR ((P;,w;)¥ ). Bez ztraty obecnosti pied-
pokliddejme, Ze p(s) je ve tvaru

p(s) = ko(Pr1s+1)(Was+ 1) ...  (Vps+ 1)s™,

kde kg > 0,0< ¢ <P <...<¥,,i=1,2,...,n am > 0. Pfedpokladejme,
Ze mezi Y1,vs,...,9, existuje alespon 2k 4+ 1 vesmés ruznych kladnych cisel,
potom podle véty 6.3.3 je p(jw) vnitini bod mnoziny Vi_ ({ P;,w; Ve sw). To
vSak je ve sporu s pfedpokladem. Tedy p(s) miZe mit maximalné 2k riznych
kladngch kofend, a v dasledku toho misi byt ve tvaru (6.18).

|
Obdobnym zpusobem lze dokézat analogickou vétu pro pripad wy; = 0.

Véta 6.3.6 (pfipad D = R™, w; = 0). Necht p(s) je extremdlni polynom
mnoziny Vﬁ,((ﬂ,wi>f:1;w), kden > 2k, 0 = w1 < ws < ... < wg, w > 0,
w & {wa,ws,...,wr}, potom je p(s) ve tvaru

p(s) = Pi(mis + )™ (ras+ 1) - ...+ (Tag—18 + 1)"2+ 1, (6.19)

kden;>1,i=1,2,...,.2k—1,0<7 <7 <..<7o 1 ad ;' n <n.

6.4 Jednobodova interpolace

V tomto oddilu nalezneme uplné feSeni problému extremdélnich polynomu
pro nejjednodussi piipad, kdy pocet interpolacnich podminek je roven jedné.
Néazorné feceno ukazeme, Ze hranice mnoziny V§_ (Pi,w1;w), w1 > 0 pro pevné
w > 0, w # w1 je tvofena kiivotuhelnikem s n nebo n+1 vrcholy a nalezneme ex-
plicitni vztahy pro pfipustné polynomy odpovidajici vrcholim a hranam tohoto
kfivouhelnika.

Nejprve zopakujeme, ze

Vi- (Pr,wi;w) = {p(jw) : p(s) € Pg-(Pr,w1)},
kde P, € C - (0,00), w1 > 0, w > 0,w # w1 a Pg_(P1,w1) je mnozina poly-
nomi stupné maximalné n s redlnymi nezdpornymi koeficienty, jejichz kotfeny

lezi v intervalu R~ = (—o00,0) a které navic spliiuji interpola¢ni podminku

p(jwi) = Py argp(jwy) < 2. (6.20)
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Pfipomenime jesté, ze polynomy patfici do Pg_ (P1,w1) nazgvame piipustnymi
polynomy.

Problém extremalnich polynomi, ktery nyni budeme fesit, lze zformulovat
takto: Naleznéte vSechny pfipustné polynomy p(s) takové, ze p(jw) je krajni
bod mnoziny Vg_ (Pr,wi;w).

Z lemmatu 6.2.1 vyplyva, Ze se bez ztraty obecnosti mizeme omezit na pri-
pad P, = ¢%, ¢ € (0, 27) a w; = 1. Déle, ponévadz nas zajimaji pouze
extremalni polynomy mnoziny Vg (e/?,1;w), staci podle véty 6.3.5 zkoumat
pouze pripustné polynomy ve tvaru

D(8) = Prynam (8) = ko(118 + 1)™ (125 + 1)"28™, (6.21)

kde kg >0,0< 7y <7, n1 >1,n>1,m>0any +ns+m < n. Pomoci in-
terpolaéni podminky (6.20) uréime nyni parametrizaci vech polynomt ve tvaru
(6.21).

Lemma 6.4.1 (Parametrizace). Polynom p(s) ve tvaru (6.21), kde ko > 0,
0<7 <7m,n >1,n2>1m2=>0 ans+na+m<n, je pripusiny polynom
pravé tehdy, jestlize jej lze vyjddrit ve tvaru

P(s) = Prnam(s,@) = ko(@)[ri(a)s + 1] [ra(a)s + 1", (6.22)
kde
71(a) = tan(a)
m(a) = tan L ms —mo
ko(a) = (rf(a) + 1)~ % (3(a) + 1)~ F

a parametr o probihd interval

7T)ﬂ(‘p*(mﬂlz)% ‘p*m%) (6.23)

I =(0, =
nina2m < ) 2 nl 7n1+n2

Dukaz: Necht p(s) je pfipustny polynom, tj. p(s) € Pg_(e’#,1). Podle definice
p(s) splituje interpola¢ni podminku (6.20), kterd v tomto piipadé pfejde na

(i) = ko(rj + 1)™ (r2g +1)"2™ = €% (6.24)

Odtud ziskdme thlovou podminku

™
nioy + noag + m§ =, (6.25)
kde -
a; = arctanT; € (0, 3 ), i=1,2 (6.26)
a podminku pro rovnost moduli
ko = (17 + 1)7%1(722 + 1)771*22 = (tan? oy + 1)7%1(taun2 ag + 1)7%2 (6.27)
Polozme a1 = «, kde a je parametr. Z (6.25) nyn{ plyne
—mZ —no
Qg = My T ma (6.28)
2
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a pomoci (6.26), (6.27) a (6.28) jiz obdrzime FeSeni rovnice (6.24) v parametric-
kém tvaru
71 =71(a) = tan

T _

2
n2

Y—m nio

Ty = To(@r) = tan

ni

ko = ko(ar) = (r{j + 1) 2 (135 +1)

kde parametr o musi splriovat nasledujici podminky:

_r2
2
’

T
0.~
a€<,2)

- (gaf(m+n2)%7cpfm§>

ni ni

jus

r 2
- n1 + no

@ —m

plynouci po fadé z (6.26) a z pfedpokladu 0 < 71 < 75. Spojenim téchto podmi-
nek obdrzime podminku a € I n,m, kde I n,m je definovan vztahem (6.23).
Tim jsme dokézali, Ze libovolny pfipustny polynom (6.21) lze vyjadfit v para-
metrickém tvaru (6.22). Obracenim vyse uvedeného postupu lze dikaz snadno
dokoncit.

Pro dané indexy ni,ns a m lze tedy pomoci lemmatu 6.4.1 urcit vSechny pii-
pustné polynomy ve tvaru (6.21) v parametrickém vyjadieni (6.22). VSimnéte
si nyni oboru hodnot téchto polynomi pro s = jw, w > 0, w # 1.

Definice 6.4.1 (pficka mnoziny Vi ((P;,w;)% ;;w)). Nechtny >1, ny > 1,
m >0 ani+na+m < n, potom orientovanou kfivku pp,nom(Jw, @), @ € Innym
pro pevné w > 0, w # 1, kde polynom pp,n,m(s, @) je definovin vztahem (6.22)
a interval I, n,m vztahem (6.23), piipadné doplnénou svgmi krajnimi body, bu-
deme nazyvat (ny, na, m)-prickou (piipadné piickou (ny,ng, m) nebo jednoduse
prickou) mnoZiny Vi (€79, 1;w). Jestlize In,nym = 0, potom je (n1,mg,m)-
pricka prazdnd mnoZina a budeme tikat, Ze pricka (n1,n2, m) neexistuje.

Necht ap a ay jsou po Fadé pocateéni a koncovy bod intervalu I, pym. Z (6.23)
plyne

0 pro ¢ —(m+n2)5 <0
ab< . (629)
% pro @—(m+nz)5 >0
a s
pY—my
af = ———=. 6.30
e, (6.30)

Body lima_mé; DPrinam (Jw, @) a lima_mé; Prynem (Jw, @) jsou po Fadé pocédtedni
a koncovy bod k¥ivky pnin.m(jw,a), @ € Inin,m a podle definice oba patii
do piicky (n1,ng,m). Déle pro ap = 0 je

W Py (5. ) = ko (0)fr2(0)s + 1]"25™ (6.31)

Otﬂab
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p-(mina)§ o

a pro ap = o

., e (s, @) = [77 () + 177 [ra(ap)s + 1™ ™72, (6.32)

a‘)ab
Podobné pro koncovy bod plati

M ppnym (s, @) = ko(ay)[mi(ap)s + 1) 2™,

a—»oz;

Tedy v kazdém piipadé krajni body pficky (n1,ns,m) odpovidaji polynomtm
ve tvaru
q(s) = Ko(rs +1)"s", (6.33)

kde u, v jsou prirozena ¢isla spliiujici podminku v + v < n.

Definice 6.4.2. Krajnim bodim libovolné pricky (ni,na2,m) mnoZiny
Vi (€17, 1;w) budeme Fikat uzly mnoziny Vi (e7?,1;w) a budeme je oznacovat
uspotddanou dvojict (u,v) pirozengch disel, kde u,v jsou exponenty polynomu
(6.83) piislusného k danému uzlu.

Zavedené oznaceni pro pficky a uzly mnoziny Vy_ (e7#,1;w) bude pro nas vy-
hodné pfedevsim proto, Ze v sobé zahrnuje informaci o poc¢tu, nasobnosti a
uspofadani (podle velikosti) kofentt odpovidajicich pfipustnych polynomii. Kon-
krétné pro libovolny vnitini bod (ni,ns, m)-pficky ma odpovidajici polynom
p(s, ), o € (ap, af) tyto koTeny:

51 = ——+ s nasobnosti 1
71 ()
_ 1 A .
S9 = =@ S nasobnosti ng
§3 = 0 s nasobnosti m

a plati
S1 < 89 < S3.

Déle poznamenejme, ze je-li uzel (u,v) poc¢ateéni bod pticky (n1,n2, m), potom
podle (6.29), (6.31) a (6.32) plati

m
u=ng, v=m  Ppro <p—(m—|—n2)§ <0 (6.34)

nebo

0
U=niy, v=m-+ns pro <p—(m+n2)§>0. (6.35)
Skutec¢nost, ze plati (6.34) resp. (6.35), budeme zapisovat nasledovné:
p.b. (n1,n2, m) = (na,m),

resp.
p.b. (n1,n2,m) = (n1,m + ns).

Jestlize uzel (u,v) je koncovy bod p¥icky (ni,ns,m), potom

u=ny + no, v =m. (6.36)
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Tuto skutecénost budeme zapisovat nasledovné:
k.b. (n1,n2,m) = (n1 + ng, m).

Zavedené oznaceni pro uzly tedy umoznuje pfi znalosti ¢, z daného oznaceni
pticky (n1, ne, m) urdit oznadeni jejtho poc¢atecéniho a koncového bodu a naopak.

Priklad 1. Pricky mnoziny V5 (e?3,1;10) jsou zobrazeny na obr.6.2.

@0 (230

Obrézek 6.2: Piicky mnoziny V3 ( €73 ,1;10)

Lemma 6.4.2. Necht ¢ € (0,27), w > 0 a w # 1, potom libovolny
krajni bod mnoziny Vg_(e’%,1;w) lezi na nékteré (ny,na, m)-pricce mnoZiny
Vi (e7?, 1 w).

Dukaz: Nechf z € OVj_(e/#,1;w), potom podle véty 6.3.5 existuje extremalni
polynom p(s) ve tvaru

p(s) = ko(m1s + 1) (128 + 1)"2s™,

kde kg > 0,n1 > 1,n3 > 1,0 <71 < 79, m > 0, takovy, ze p(jw) = z. Tim je
dtikaz proveden.

Tvrzeni lemmatu 6.4.2 nelze obratit, jak je patrné z obr. 6.2. Zfejmé exis-
tuji pricky, které s moznou vyjimkou svych krajnich bodu, lezi uvnitf mnoziny
Vi (e7%,1;w). Nasim dalsim cilem bude tedy popsat ty piicky, jejichz libovolny
vnitini bod je i vnitinim bodem mnoziny V§_ (e/¢, 1;w).

Definice 6.4.3. Pricku (ni,n2,m) mnoZiny Vg (e’9,1;w) budeme nazy-
vat vnitini, jestlize jeji libovolny vnitini bod je i vnitinim bodem mnoZiny
Vi (617, 1 w).

Lemma 6.4.3. Necht ¢ € (0,27), w > 0 a w # 1, potom pFicka (ny,n2,m)
mnoziny Vg_ (€7, 1;w), pro kterou plati alespor jedna z ndsledugjicich podminek:

(i) m=0,n1>2,ny >2
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(i) m=0,n1>2,n+n2<n

(iii)) m>1, ng>2

(v) m>1,n+n2+m<n,

je vnitini pricka mnoziny Vg_ ( e 1 w).

Dukaz: Necht zp je libovolny vnitini bod pticky (n1,ns,m), potom existuje
polynom
q(s) = ko(m1s + 1)™ (125 + 1)"2s™,

takovy, ze ko > 0 a 0 < 71 < 72. Tedy ¢(s) méa kofeny

s1 = —-<L s mnasobnosti ng
T1

ss = —-2L s nasobnosti ng
T2

s3 = 0 s nasobnosti m

a plati
s1 < 82 <s3=0.

Nyni rozlisime ¢tyfi piipady podle toho, kterd z podminek (i) — (iv) lemmatu
je splnéna:

1. Je-li splnéna podminka (i) polozme
pa(s) = q(s) + Ar(s)(s* + as +b), (6.37)

kde
r(s) = (82 +1)(s — 51)" " %(s — 59)"272 (6.38)

a a a b > 0 splnuji podminku
a® —4b < 0. (6.39)
Vsimnéte si, Ze stupeti polynomu py(s) je maximélné roven n, a poznamenejme

jesté, ze
q(s) _(s=s1)%(s = 52)°

r(s)(s® + as + b) 6(52 +1)(s2+as+0b)’

kde ¢ > 0 a kofeny polynomu (s% + as + b) jsou v dtisledku platnosti podminky
(6.39) komplexni. Evansovou metodou geometrického mista kofent aplikovanou
na svazek polynomt (6.37) nyni snadno zjistime (viz obr. 6.3), Ze pro libovolné a
a b, které spliuji (6.39), existuje Ag(a,b) < 0 takové, Ze pro A € (Ao(a,b),0) méd
polynom pj(s) vSechny své kofeny v intervalu (—oo, 0}, a je tedy podle lemmatu
6.2.3 prvkem mnoziny Pg_(e’#,1). Navic je zFejmé funkce Ao(a, b) spojita na

Q = {[a,b] : b>0,a* — 4b < 0}.
Tedy vSechny pfedpoklady lemmatu 6.2.4 (pro k = 1) jsou splnény, a tudiz bod

q¢(jw) je vnitini bod mnoziny Vg (e/¢,1;w). Odtud plyne, Ze piicka (n1,na, m)
je vnitini.

68



Obrazek 6.3: Geometrické misto kofent svazku polynomt (6.37), (6.38), A € (—o0, 0).

Zcela analogicky lze provést dikaz v ptipadé splnéni podminek (ii) — (iv).
Z tohoto divodu zde uvedeme pouze pfislusnou volbu polynomu r(s),
interval pro parametr A (bud (0,+00) nebo (—o0,0)) a pfislusny obrézek geo-
metrického mista kofenil, z kterého vyplyva splnéni predpokladi lemmatu 6.2.4.

2. Je-li splnéna podminka (%), volime
r(s) = (s> 4+ 1)(s — 51)" " 2(s — s9)"2 L. (6.40)

Ziejmé d(pa(s)) < n. Geometrické misto kofenti svazku polynom (6.37) pro \ €
(0,4+00), kde r(s) je polynom (6.40), je uvedeno na obr. 6.4.

Obrézek 6.4: Geometrické misto kofentl svazku polynomt (6.37), (6.40), A € (0, +0c0)

3. Je-li splnéna podminka (ii7), volime
r(s) = (82 +1)(s —s1)" (s — 52)”2*25"171. (6.41)

Ziejmé d(pr(s)) < n. Geometrické misto kofenit svazku polynomu (6.37)
pro A € (0,400), kde r(s) je polynom (6.41), je uvedeno na obr. 6.5.

4. Je-li splnéna podminka (iv), volime
r(s) = (s +1)(s — 51)™ (s — sp)"2 " Ls™ L, (6.42)

Ziejmé d(pr(s)) < n. Geometrické misto kofenii svazku polynomu (6.37)
pro A € (0,00), kde r(s) je polynom (6.42) je uvedeno na obr. 6.6.

Lemma 6.4.3 ndm umoznuje zesilit tvrzeni lemmatu 6.4.2 do nésledujici podoby:
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Re

A—>o0

Obrazek 6.5: Geometrické misto kofent svazku polynomu (6.37), (6.41), A € (0, +o0)

A=>o0
A=0 A=0
s, S, Re
1 1
A—>o0

Obrézek 6.6: Geometrické misto kofent svazku polynomt (6.37), (6.42), A € (0, +o0)

Véta 6.4.1. Necht ¢ > 0, ¢ € (I5,(I1+1)%), kde l € {0,1,2,3} a w > 0,
w # 1, potom libovolny krajni bod mnoziny Vg _ (e7%,1;w) leZi na nékteré pricce
(n1,n2,m), n1 > 1,n2 > 1, m > 0 z ndsledugiciho seznamu
(1,1,0),(1,1+1,0),...,(1,n—1,0),(n — 1,1,0),
(n—2,1,1),(n—3,1,2),...,(n =1 —1,1,1). (6.43)
Dukaz: Nejprve stejné jako v lemmatu 6.4.3 pfedpokladejme ¢ € (0, 27), potom
z lemmat 6.4.2 a 6.4.3 plyne, Ze libovolny krajni bod mnoziny Vi (€%, 1;w) lezi
na nékteré pticce (n1,n2,m), pro kterou je nésledujici logicky vyraz pravdivy

Ty Y Ty VY (i) V T(iv)s (6.44)

kde 7(;) ... 7(i) oznacuji po fadé podminky (i)...(iv) lemmatu 6.4.3. Vyraz
(6.44) lze ptepsat do ekvivalentni podoby

Dosazenim za 7(;y ... T(iv) 2 (i) ... (iv) a po tpravé obdrzime
(m>0Vni=1Vna=1) A (m>0Vni=1Vni+ny=n)A
A(m=0Vna=1) A (m=0Vny+nz+m=n). (6.46)

Vyraz (6.46) je pravdivy zfejmé pravé tehdy, jestlize je splnéna alespon jedna
z nasledujicich t¥i podminek

m=0,n; =1 (6.47)
m=0,n,=1, n+ns=n (6.48)
m>0, no=1, ny +ns+m=n. (6.49)
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Podminka (6.47) je splnéna pro pficky
(1,1,0),(1,2,0),...,(1,n —1,0), (6.50)
podminka (6.48) je splnéna pro jedinou pficku
(n—1,1,0) (6.51)
a kone¢né podminka (6.49) je splnéna pro pficky
(n—2,1,1),(n—3,1,2),...,(n —4,1,3), (6.52)

nebot m < 3 (ponévadz uvazujeme ¢ < 27). Nyni uvazujme pfedpoklad
>0, (l5,(1+1)%), kde ! € {0,1,2,3}. Ziejmé pticky (1,4,0) prol <i <l
jsou prazdné mnoziny, nebot argpiio(jw) < 5 pro libovolny polynom pio(jw)
ve tvaru (6.21).

Tedy seznam (6.50) muZe byt za uvedeného pfedpokladu redukovan na

(1,1,0),(1,1+1,0),...,(1,n —1,0). (6.53)

Poznamenejme, ze je-li [ = 0, potom prvou trojici v seznamu (6.53) je nutno
vypustit, ponévadz neni splnéna podminka n; > 1 a no > 1. Podobné seznam
(6.52) mize byt redukovan na

(n—2,1,1),(n—3,1,2),....,(n — 1 —1,1,1), (6.54)

nebot argp, ;—11:(jw) > (I+1)5 proi > [+1 a libovolny polynom p,;_11:(s).
Dokézali jsme tedy, Ze libovolny krajni bod mnoziny Vi _ (e’%,1;w) lezi na né-
které pficce (n1,m2,m), n1 > 1,n2 > 1 obsazené v seznamech (6.53), (6.51) a
(6.54). Spojenim téchto seznamt obdrzime seznam (6.43). Tim je diikaz dokon-
den.

Véta 6.4.1 obsahuje tplné feseni problému extremalnich polynom mnoziny
Vi_(e??,1;w) pro obecny piipad ¢ € (0,27). Nyni ve formé disledktl véty
6.4.1 uvedeme tvrzeni v podobé vhodné pro navrh robustnich regulatori.
Za tim ucelem rozlisme t¥i piipady: ¢ € (0,%), ¢ € (%,7) a ¢ € (7, 2F).
Pripad ¢ € (0,%): Pro tento pfipad z véty 6.4.1 plyne, ze libovolny
krajni bod mnoziny Vg_(e’?,1;w) lezi na nékteré piicce ze seznamu

(1,1,0),(1,2,0),...,(1,n —1,0), (n—1,1,0). (6.55)

Z (6.34)—(6.36) plyne, Ze pro ¢ € (0, ) plati

k.b.(1,4,0) = pb(L,i+1,0) = (i+1,0)
pb.(n—1,1,00 = pb.(1,1,0) = (1,0)
kb (n—-1,1,0) = kb(l,n—1,00 = (n,1),

kde i = 1,2,...,n — 2. Odtud plyne, ze pticky ze seznamu (6.55) tvoii do-
hromady uzavienou po ¢astech hladkou orientovanou kiivku H, ktera obsahuje
Vg (e7?,1;w) jako svoji podmnozinu (viz obr. 6.4a). Nejprve predpokléadejme,
ze H sama sebe neprotind, potom kiivka H zfejmé rozdéluje komplexni rovinu

71



C na dvé oteviené oblasti O; a O3, z nichz jedna feknéme O; je omezena. Po-
névadz OVg_ (€%, 1;w) C H, musi zfejmé byt cl Vi (e/?,1;w) = O1 UH nebo
cl Vi_(e’%,1;w) = Oz U'H. Ponévadz vsak zfejmé existuje bod z € R, 2z > 0
takovy, Ze z ¢ Oy musi byt ¢l V(€% 1;w) = 01 U H. Tim jsme dokézali,ze
cl Vi (e7?,1;w) je kiivouhelnik se stranami (6.55) a s vrcholy

(1,0, (2,0),..., (n,0). (6.56)

(a) (b)

Obréazek 6.7: a) Kfivothelnik ohrani¢ujici mnozinu Vg _ (€’ 1;w) pro ¢ € (0,%); b)
k¥ivouhelnik tvofeny prickami (6.55) se mize prekryvat

V obecném piipadé miize k¥ivka H (pro dostatecné velké w) sama sebe protinat
a véci mohou byt ponékud komplikovanéjsi (viz obr. 6.4b). V kazdém piipadé
vsak plati nasledujici disledek véty 6.4.1.

Disledek 6.4.1 (¢ € (0,3)). Necht ¢ € (0,%), potom libovolny extremdini
polynom p(s) mnoziny Vi (e7%,1;w), w > 0, w # 1, je bud ve tvaru

p(s) =ko(rs+1)" i=1,2,...,n,
kde kg > 0, 7 > 0, nebo ve tvaru
p(s) = ko(m1s + 1)™ (125 + 1),

kde ko > 0, 0 < 71 < 72 a uspofddand dvojice exponenti (ni,ns2) je v ndsledu-
jicim seznamu
(17 1)3 (17 2)3 ey (1377' - 1)7 (n - 17 1)

Pripad ¢ € (3, 7): Pro tento piipad z véty 6.4.1 plyne, Ze libovolny krajni bod
mnoziny Vg§_ (e?%,1;w) lezi na nékteré piicce ze seznamu

(1,1,0),(1,2,0),...,(1,n —1,0),(n — 1,1,0), (n — 2,1,1). (6.57)

Podobné jako v pfedchézejicim pfipadé vytvaii pricky (6.57) uzavienou po ¢as-
tech hladkou orientovanou kiivku H, ktera obsahuje Vg _ (e’?, 1;w) jako svoji
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podmnozinu. Piesnéji kivka H v tomto piipadé vytvaii kfivoihelnik s n+1 stra-
nami odpovidajicimi pfickdm (6.57) a n + 1 vrcholy

(1,1),(2,0),(3,0),...,(n,0),(n —1,1) (6.58)
odpovidajicimi krajnim bodtm p¥icek (6.57).

Disledek 6.4.2 (¢ € (§,7)). Necht ¢ € (5,7), potom libovolny extremdlni

polynom p(s) mnoziny V§_(e’%,1;w), w > 0,w # 1 je bud ve tvaru
p(s) = ko(mis +1)"s™,

kde ko > 0, 71 > 0 a uspordddnd dvojice exponenti (ni,m) je v ndsledujicim
seznamu

(1a 1)7 (230)7 (330)7 e (TL,O), (Tl - 1; ]-)7

anebo ve tvaru
p(8) = ko(m1s+1)™ (128 + 1)"28™,

kde ko > 0, 0 < 11 < 72 a uspofddand trojice exponenti (nq,n2, m) je v ndsle-
dujicim seznamu

(17 13 0)7 (13 2>0)a ) (1,71 - ]-7 0)) (TL - 13 170)3 (’Il - 27 ]-7 1)
Pro nase dalsi acely bude dilezité znat i hranici mnoziny Vg_ | (7%, 1;w) a jeji
extremalni polynomy. Obdobnym zptisobem jako v pfedchazejicim disledku lze
dokézat, ze libovolny krajni bod mnoziny Vg _ 1(@”, 1;w) lezi na nékteré pficce
z nasledujiciho seznamu
(1,1,1),(1,2,1),...,(1,n — 2,1), (n — 2,1,1). (6.59)
Hranice Vg | (e7?,1;w) je tedy kiivouhelnik s n — 1 vrcholy

(1,1),(2,1),...,(n —1,1).

Disledek 6.4.3 (¢ € (§,7)). Necht ¢ € (5,m), potom libovolny extremdlni
polynom p(s) mnoziny Vg_ (e7?, 1;w), w > 0,w # 1 je bud ve tvaru

p(s) = ko(mis + 1) s™,

kde ko > 0, 71 > 0 a uspordddnd dvojice exponenti (ni,m) je v ndsledujicim
n — 1 ¢lenném seznamu

(1,1),(2,1),...,(n —1,1),

anebo ve tvaru
p(s) = ko(m1s + 1) (128 + 1)"2s™,

kde ko > 0, 0 < 71 < T2 a uspofddand trojice exponenti (ny,na, m) je v ndsle-
dugicim seznamu

(13171)3(17231)7“%(17”7 2,1),(7172,1,1)

Piipad ¢ € (7, %TF): Analogickém zpusobem jako v predchozich pfipadech ob-
drzime nasledujici disledky véty 6.4.1.
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Dusledek 6.4.4 (¢ € (r, 37)). Necht ¢ € (m, 37), potom libovolny extremdlni
polynom p(s) mnoZiny Vg_(e?%,1;w), w > 0,w # 1 je bud ve tvaru

p(s) = ko(mis + 1)™s™,

kde ko > 0, 71 > 0 a uspordddnd dvojice exponenti (ni,m) je v ndsledujicim
n+ 1 clenném seznamu

(1,2),(3,0),(4,0),...,(n,0),(n —1,1),(n — 2,2),
anebo ve tvaru
p(s) = ko(m1s + 1) (128 + 1)"2s™,

kde ko > 0, 0 < 71 < T2 a uspofddand trojice exponenti (ny,n2,m) je v ndsle-
dugicim seznamu

(17230)7 (133>0)a ) (lan - 170)a (Tl - 13 170)3 (n - 27 ]-7 1)7 (Tl - 37 1a2)'

Dusledek 6.4.5 (¢ € (m, 3m)). Necht ¢ € (m, 3), potom libovolny extremdini
polynom p(s) mnoziny Vg ,(e7%,1;w), w > 0,w # 1 je bud ve tvaru

p(s) = ko(m1s +1)™s™

kde ko > 0, 71 > 0 a uspordddnd dvojice exponenti (ni,m) je v ndsledujicim
seznamau
(17 2)3 (27 1)a tety (T‘L - 17 1)7 (n - 27 2);

anebo ve tvaru
p(8) = ko(m18 +1)™ (128 + 1)"28™,

kde ko > 0, 0 < 71 < 72 a uspofddand trojice exponenti (ny,na, m) je v ndsle-
dujicim seznamu

(1,1,1),(1,2,1),...,(1,n — 2,1), (n — 2,1,1), (n — 3,1,2).

6.5 Dvoubodova interpolace: pripad w; =0

V tomto oddilu nalezneme explicitni popis vSech extremalnich polynomi pro pii-
pad dvou interpola¢nich podminek v bodech s; = jw; = 0 a s = jwy. Ukézeme,
ze hranice mnoziny Vg_ (P1,0; P2, wz;w) pro w > 0,w # ws je tvorena kiivothel-
nikem s n — 1 nebo n vrcholy a nalezneme explicitni tvar pfipustnych polynomu
odpovidajicich vrcholiim a stranam tohoto kfivotuhelnika.

Jednobodova interpolace : pripad w; =0

V tomto odstavci explicitné popiSeme hranici mnoziny Vg (1,0;w), w > 0 a
dokazeme nékterd pomocna tvrzeni, kterd uzijeme pozdéji. Ponévadz nas zaji-
maji pouze hrani¢ni body mnoziny Vg_(1,0;w), w > 0, staci podle véty 6.3.6
uvazovat pripustné polynomy pouze ve tvaru

pr(s,7) & (rs + 1)F, k=1,2,...,n, (6.60)
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kde 7 > 0. Protoze libovolny polynom ve tvaru (6.60) souéasné spliiuje interpo-
la¢ni podminku

pk(]oaT) = 13

je zfejmé, ze vSechny hrani¢ni body mnoziny V§_ (1, 0;w) musi lezet na kiivkach
pr(jw, ) = (rjw + 1), (6.61)
kde 7 probih4 interval (0,+c0) a k € {1,2,...,n}.

Definice 6.5.1. Orientovanou kiivku (6.61) budeme nazgvat k—prickou nebo
prickou k nebo jen prickou mnoZiny Vg_ (1,0;w) a budeme ji oznacovat L.

Vsechny pricky mnoziny Vg2 (1,0;w) jsou pro ilustraci zobrazeny na obr. 6.8.
Vsimnéte si, ze libovolné dvé pricky s vyjimkou svého pocatku nemaji zZadny
spoleény bod z, pro ktery plati arg z < 27. Tato skutecnost, jak uvidime déle,
plati obecné.

Obrézek 6.8: Pricky mnoziny V32 (1,0;w) a buiky B2 a Bs

Pricka Ly je zfejmé definovana téz parametrickou rovnici
z=(rj+ 1) 7€ (0, +00)
nebo
. k ™
z = (tanaj +1)%, a € (0, 5), (6.62)
kde k=1,2,...,n. Oznacme
Z={z:z€C—{0},argz € (0,2m)} (6.63)

a definujme _
L. =LiLNZ
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prok =1,2,...,n. Kfivka Ly je zfejmé pocatecni ¢ast kiivky Ly (bez pocated-
niho bodu) lezici v Z a muzZe byt, jak plyne z (6.62), definovana téz parametricky
nasledujicim zpasobem:

2
z=(tanaj+1)%, o€ (O,min{g, %}) (6.64)

prok=1,2...,n.

Lemma 6.5.1. Krivky Zk, k=1,2,...,n se neprotinaji. Navic, kiivka Ek lezi
napravo od krivky L1, k=1,2,...,n— 1.

Dukaz : Ziejmé staci dokazat, ze se kiivky Ek a Ek+1 neprotinaji, a ze kiivka [:k
lezi napravo od kfivky Z.‘:k;Jrl pro k=1,2,...,n — 1. Dikaz provedeme sporem.
Predpokladejme, Ze se kiivky Ek a Zk+1 protinaji, potom existuji podle (6.64)
o€ (0,min{%,22}) a 8 € (0,min{3, 2% }) takové, Ze

B+
(jtana + 1)% = (jtan g + 1)FF1, (6.65)
Odtud plyne
ka=(k+1)p
neboli 1
o= %5. (6.66)

Déle z (6.65) plyne
(tan® o + 1)5 = (tan® B + 1)%.
Dosazenim za « z (6.66) obdrzime
k+1 5 !
[tan? (%5) +1]" = (tan? 5+ 1)F (6.67)

a uzitim identity

L =+v1+tan?z

cosw
z (6.67) dostaneme
11
cosk(EELB)  cosktlp
neboli .
cos" T3
—— =1 (6.68)
cosk(%ﬂ)
Nyni polozme
k+1
A costT(
s — 6.69
0L e (6:09)

Ziejmé plati f(0) = 1. Derivovanim f(5) a jednoduchou tpravou obdrzime

(k+ 1)sin[(E2 — 1)3]

cos 3 cos(EEL B)

F'(B) = f(B) : (6.70)
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kde podle pfedpokladu je 0 < 8 < 5 a %ﬁ < 5 a tedy téz

0<%ﬁ—ﬁ:(%—l>ﬁ<g. (6.71)
Z (6.69), (6.70) a (6.71) je nyni ziejmé, ze
f'(x)>0
pro libovolné z € (0, 3), a tedy
B
f(B) = f(0) +/O f(x)dx > 1. (6.72)

To vsak je spor s (6.68). Kiivky Lj, a Li41 se tedy neprotinaji. Déle z (6.72)
plyne, ze

k+1 k
‘jtan (%ﬁ) + 1‘ > |jtan 8 + 1)+
pro véechnz 0 splnuji podminku 0 < % B < 5, a tedy kfivka Zk lezi napravo
od kfivky Lpy1.
[ ]

Z lemmatu 6.5.1 plyne, Ze kiivky Ly a kladna realna osa vymezuji v kom-
plexni roviné ur¢ité disjunktni oblasti. Napi. na obr. 6.8 je vyznacena oblast By
ohranic¢end kiivkami Lo a L3 a oblast Bg ohranidené kiivkami Lg a Lg9. Témto
oblastem budeme fikat buniky mnoziny Vg_ (1,0;w).

Definice 6.5.2. Otevrenou oblast komplerni roviny By ohranicenou krivkami
Lk, Lri1 a pripadné kladnou redlnou osou R tak, Ze oblast By le# nalevo

od orientovan€ krivky Ly a napravo od orientované kiivky Ek“, budeme na-
zyvat (1, k)—-bunikou mnoZiny Vi_(1,0;w).

Lemma 6.5.2. Libovolny krajni bod mnoziny Vi_(1,0;w), w > 0 lez bud
na pricce L1 nebo L,,.

Dikaz : Je-li n = 1 nebo n = 2, neni co dokazovat. V pripadé n > 2, zfejmé
sta¢i dokazat, ze libovolny bod z ve tvaru

2 = pr(jw, 7) 2 (Tjw + 1),
kder >0ak € {2,3,...,n—1} je vnitinim bod mnoziny V§_(1,0;w). Polozme
pa(s) = (75 + 1)* + Xs(7s + 1)*72(s* + as + b), (6.73)
kde 7 > 0, a a b > 0 spliuji podminku
a® —4b < 0. (6.74)

Poznamenejme, Ze d(px(s)) < n pro libovolné k =2,3,...,n — 1. Evansonovou
metodou geometrického mista kofenti svazku polynomi (6.73), pro A € (0, +00)
nyni snadno zjistime (viz obr. 6.9), Ze pro libovolna a, b splitujici (6.74) existuje
spojitd funkce Ag(a,b) takové, ze pro libovolné A € (0, \g(a,d)) lezi vSechny
kofeny polynomu py(s) v intervalu (—oo,0). Tedy z lemmatu 6.2.3 plyne, Ze
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pa(s) € Pr-(1,0) pro viechny A € (0,o(a,b)). K dokonéeni dikazu uzijeme
lemma 6.2.4 Ponévadz pro

qls) = (rs+1)"

r(s) = s(rs+1)F2

jsou splnény vsSechny jeho ptedpoklady, je (7jw + 1)* vnitini bod mnoziny
Vi-(1,0;w). Tim je dikaz dokoncen.

|
A—>e0 Im
A=0 Re
-1k, 2 A >
A=>c0
Obrézek 6.9: Geometrické misto kofent svazku polynomt (6.72), A € (0, +o00)
UvaZujme nyni pripustny polynom ve tvaru
p(s) = (r1s +1)" (r2s + 1), (6.75)
kde 0 <7 <7, n1 >1,ny >1,n1 +n9 <n a definujme
Ppt"(1,0) £ {p(s) € PE-(1,0) : p(s) je ve tvaru (6.75)} (6.76)
a
Vel (1,0;w) £ {p(jw) : p(s) € Pg="*(1,0)} (6.77)

pro w > 0. Pro dalsi tcely bude uzitené znat hranici mnoziny Vy*"*(1,0; w).

Lemma 6.5.3. Libovolny krajni bod mnoziny Vg™ (1,0;w), ni,ny > 1 lezi
na pricce ny nebo na pricce ni + ny mnoziny Vlg,(l, 0;w), kde n > ny + na.

Dukaz : Nechf p(s) € Pz2"*(1,0), potom je p(s) podle definice ve tvaru
p(s) = (r18+ 1) (128 + 1)"2,
kde 0 < 71 < 79. Je-li 0 < 71 < T2, potom podle véty 6.3.4 je p(jw) vnitini bod

mnoziny Vp"*(1,0;w). Pro hrani¢ni bod z = p(jw) € Vg~ "*(1,0;w) musi
tedy platit alespon jedna z nasledujicich dvou podminek

o= 0 (6.78)
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nebo
T = Ta. (6.79)
Je-li splnéna podminka (6.78), obdrzime
p(s) = (ras +1)"2

a bod p(jw) lezi na pficce ny mnoziny VE_(1,0;w), n > ny + ny. Podobné je-li
splnéna podminka (6.79), dostaneme

) = (ris + 1
a bod p(jw) lezi na piicce ny + ny mnoziny Vy_(1,0;w), n > ny + na.
[ |

Poznamenejme pro nézornost, ze z lemmatu 6.5.3 a definice 6.5.2 plyne, ze
mnozina (Vﬂi’,k(l,o;w) N Z)°, kde mnozina Z je definovdna vztahem (6.63), je
(1, k)-bunka mnoziny V§_(1,0;w), kde n > k + 1.

Uzly mnoziny V7 (1,0;7¢/%,1;w)
Definice 6.5.3 (Uzly mnoziny Vi (1,0;7e¢’?, 1;w)). KaZdy bod mnoZiny
Vi (1,0;re7?, 1;w), w > 0, w # 1 odpovidajici polynomu ve tvaru (6.75) bu-

deme nazyvat uzlem mnoziny Vi_(1,0;re’?, 1;w).

Lemma 6.5.4. Nechf re’? € Vg™ (1,0;w), kde w > 0, r > 1, ¢ € (0,2m),
potom existuje pravé jeden polynom p(s) € Pp"*(1,0) ve tvaru

p(s) = (118 4+ 1)™ (125 + 1)"2, (6.80)
kde 0 < 11 < 19, spliiujict interpolacni podminku

(jw) =71 eI®
grép(jw) <2 } (6.:81)

Tento polynom lze pro pripad w = 1 urcit ndsledovné:

71 = tana (6.82)
T = tan w, (6.83)
12

kde « je jediné resent rovnice

n . ng
(tan2a+1) ’ (tanz% +1) f =y (6.84)
2
v intervalu .
™ Y — N2y 4
Lo = (0. 2) ) ( 2, ) 6.85
mnz 2 ﬂ ny ni —+ ) ( )
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Duikaz : Z definice mnoziny Vﬁgi’m (1,0;w) plyne, Ze existuje alespoii jeden poly-
nom ve tvaru (6.80) splitujici interpolaéni podminku (6.81). Zbyva tedy dokazat,
ze existuje pravé jeden takovyto polynom. Bez ztraty obecnosti pfedpokladame
w =1, potom z interpolaéni podminky (6.81) obdrzime

(1j +1)" (r2j + 1) =7 €%, (6.86)
Odtud
niay + nsag = @, (6.87)
kde -
a; £ arctant; € <0, 5), 1=1,2 (6.88)
a dale . .
(FZ+1)7 (2 +1)7 = (6.89)

Rovnice (6.87) a (6.89) tvoii soustavu pro dvé neznamé 7, a 7. Zvolme a = oy
jako parametr, potom z (6.87) plyne

ap = 219 (6.90)
n2

Z podminek (6.88) a vztahu (6.90) ziskdme dalsi omezeni na parametr o

ae (% £, (6.91)

)
ni niy

Nyni z (6.88), (6.90) a (6.91) plyne, Ze libovolné feseni rovnice (6.86) spliujici
thlovou podminku (6.87) je ve tvaru

1 = m(a) =tana (6.92)

T2 = 7(a) =tan ——, (6.93)

kde .
ac <0, g) N (% n%> (6.94)

PonévadZ nas zajimaji pouze ta feSeni rovnice (6.86), pro kterd plati 7y < 7o,
zfejmé staci uvazovat

T © —ngg ¥ A
07_) ( 2; >:Inna
a€< 2 ﬂ ni ni + no 1

nebot pro a = nlfnz je 71 = 7o. Pro krajni body op,ay v intervalu I, ,,
ziejmé plati:
Y —ngg 0 pro Y —nZ <0
ap = max{(), 2 } = p—n27g 7?'
ni " pro p—n25 >0
LT % 3 pro © > (n1+n2)%
af = min{—, =
J {2 n1+n2} < Kfn_z pro © < (n1+n2)%.

Nyni hledejme hodnotu parametru « € I,,,,, tak, aby byla splnéna amplitudova
podminka (6.89) a v dusledku toho i rovnice (6.86). Ozna¢me

fla) = (13(a) + 1) (3(a) +1) 7,
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kde 71 (a) a T2(a) jsou dany po Fadé vztahy (6.92) a (6.93). P¥imym vypodtem
ur¢ime, ze pro « € I, n, plati
.

f/(Oé) _ nle[—nl In(cos a)—nz In(cos £212)] (tana _tan Y — ma)
n2

Odtud je zfejmé, Ze funkce f(«) je klesajici na vnittku intervalu I,,,,,, nebot
je-li a € (Inyn,)°, potom

—no
0<a<?P—Ma T
no 2
a tedy
—nia
‘canozftam(pi1 < 0.
n2
Rovnice
fla)=r

ma tedy v intervalu (o, af) nejvyse jedno feseni. Odtud jiz plyne tvrzeni lem-
matu.

Kazdy uzel mnoziny V,_(1,0; rel? 1;w)je tedy jednoznaéné reprezentovan
uspofadanou dvojici (n1,n2).

Naésledujici lemma charakterizuje vSechny uzly mnoziny V§_ (1, 0; rel?, 1;w),
w>0,w# 1.

Lemma 6.5.5 (Seznam uzli). Necht z = rel?, kde r > 0, ¢ € (0,27), je
vnitini bod mnoziny Vﬂi’,m(l,O;w), w >0, n>m+1, potom existuje pravé

m(n —m) rizngch polynomi p(s) € Pg_(1,0;re??,1) ve tvaru
p(s) = (r1s +1)" (r2s + 1), (6.95)
kde 0 < 11 < 19,m1 > 1,n9 > 1. Tyto polynomy jsou navic jednoznacné uréeny

ndsledujicim m(n —m) clenngm seznamem uspotfddangch dvojic (ni,ng) jejich
exponent ni a na:

(m, 1) (m—-1,2) ... (1,m)
(m+1,1) (m,2) ... (2,m) (6.96)
n-1,1 (n-2,2) ... (n—m,m).

Jingmi slovy, dvojice exponenti (n1,ns) je prokem seznamu (6.96) pravé tehdy,
jestlize ny + ng >m ang < m.

Duikaz Predpokladejme, Ze jsou splnény piedpoklady lemmatu. Ponévadz
z je vnitini bod mnoziny Vﬂi’,m(l,O;w), nemtize podle lemmatu 6.5.3 lezet
na zadné pficce mnoziny V§_(1,0;w). Odtud plyne, Ze je-li polynom p(s) €
Pgp-(1,0;7€’?,1) ve tvaru (6.95), musi byt 71 # 72. Bez ztraty obecnosti pied-
pokladejme 0 < 71 < 72, odtud plyne p(s) € Pp2"*(1,0), a tedy z = p(jw) €
Vel (1,0;w) pro nékteré indexy ny > 1 ang > 1.
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Hlavni myslenka jak nyni uréit pocet rlznych polynomi p(s) €
Pgp-(1,0;z,w) ve tvaru (6.95) je velmi jednoduché: Je-li z € V]é’,m(l,o;w),
w > 0, potom lze snadno urcit vSechny dvojice indexti ny > 1 ang > 1, pro které
je z € V1" (1,0;w). Podle lemmatu 6.5.4 pro kazdou takovou dvojici (n1,n2)
existuje pravé jeden polynom p(s) € Pg_(1,0; z,w) ve tvaru (6.95). Pocet téchto
dvojic je tedy roven poctu rtiznych polynomii p(s) € Pg_(1,0;z,w) ve tvaru
(6.95). Z predpokladu z € Vﬂi’,m(l,O;w) plyne podle lemmatu 6.5.3, Ze bod z
lezi napravo od pricky m+1 a nalevo od pticky m. Odtud plyne podle lemmatu
6.5.1, Ze bod z lezi téz napravo od libovolné pricky k, k € {m+1,m+2,...,n}
a nalevo od libovolné pii¢ky I, I € {1,2,...,m}. Tedy podle lemmatu 6.5.3 je
z € ngl’l(l,o;w) pro vSechny k € {m+1,m+2,...,n} ale {1,2,...,m}
a zadné jiné. Vsech dvojic ni,ne, n1 > 1, ng > 1, ny + ne < m, pro které je
z € Vg™ (1,0;w), je tedy m(n — m) a jsou to ziejmé pravé vsechny dvojice
(n1,n2) uvedené v seznamu (6.96). Navic zfejmé plati, ze (n1,n2) je v seznamu
(6.96) praveé tehdy, jestlize ni + ne > m a ns < m.

,m

Poznamka : Je-li z = re/? r > 0, ¢ € (0,27) krajni bod mnoziny Vé, (1,0;w),
w > 0,n > m+1, potom mohou podle lemmatu 6.5.3 nastat pravé dva pripady:

(i) Bod z lezi na piiéce m. V tomto pfipadé polynomy pfislusné poslednimu
sloupci seznamu (6.96) degeneruji na jediny polynom

p(s) = (rs + 1),
ktery obdrzime z (6.95) pro 7, = 0,72 = 7.
(ii) Bod z lezi na p¥ic¢ce m + 1. V tomto piipadé polynomy piislusné dvojicim
(m+1,1),(m+1,2),...,(m+ 1,min{m,n —m — 1})
seznamu (6.96) degeneruji na jediny polynom
p(s) = (s + 1),
ktery obdrzime z (6.95) pro 7, = 72 = 7.

Lemma 6.5.6 (Vnitini uzly). Necht polynom p(s) € Pg_(1,0;7e7?,1), kde
r >0, € (0,27), je ve tvaru

p(s) = (118 4+ 1)™ (125 + 1)"2, (6.97)

kdeny > 2, ny > 2, n1+n2<nal<m <7, potom p(jw) je vniting bod
mnoziny Vg (1,0;re?%,1;w), pro libovolné w > 0 a w # 1.

Dikaz : Predpokladejme, Ze jsou splnény predpoklady dokazovaného lemmatu.
Polozme

pa = p(s) + As(s2 + 1) (115 + 1)™ % (1r28 + 1)"272(s? + as + b), (6.98)
kde a a b > 0 splinuji podminku

a® —4b < 0. (6.99)
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Poznamenejme, Ze tato podminka zarucuje, ze kofeny polynomu s + as + b
jsou komplexni (nelezi na redlné ose). Evansovou metodou geometrického mista
kofenti svazku polynomi (6.98) pro A € (0, +00) snadno zjistime (viz obr. 6.10),
Ze pro libovolnad a a b > 0, kterd spliiuji (6.99) existuje Ao(a,b) takové, ze
pro vechny A € (0, \o(a,b)) lezi vSechny kofeny polynomu py(s) v intervalu
(—00,0). Navic funkce A\g(a,b) je zfejmé spojitd. Podle lemmatu 6.2.3 je tedy
pa(s) € Pg_(1,0;7€?%,1) pro vsechny A € (0, \o(a,b)). Nyni k dokondeni di-
kazu uzijeme lemma 6.2.4. Snadno ovérime, ze jsou splnény vSechny jeho pred-
poklady, a tedy p(jw) je vnitini bod mnoziny Vg (1,0;7e’#,1;w) pro libovolné
w>0aw#l.

A=0 A=0  A->o

—1/11 -1/,
2 2

A—>o A—=>c0

Obrézek 6.10: Geometrické misto kofent svazku polynomii(6.98) pro A € (0, +0c0)

Definice 6.5.4. Uzel (n1,n2) mnoZiny Vi_(1,0;7¢/?, 1;w), kde r > 0,w >
0,w # 1, splnugjici podminky

ny>2,n3>2,n1+n<n
budeme mnazgvat vnitrnim uzlem mmnoZiny Vﬁ,(l,O;rej“’,l;w). Uzel mnoziny
Vi-(1,0;7e’?, 1;w), ktery nend vnitinim uzlem, budeme nazyjvat vrcholem mno-
Ziny Vp_ (1,0;re7%, 1;w).
Pficky mnoziny Vi (1,0;7¢/?, 1;w), w > 0,w # 1

Nyni se budeme zabyvat polynomy p(s) € Pp_(1,0;7e/?,1), kde r > 0, ¢ €
(0,27), ve tvaru

p(s) = (115 + 1) (125 4+ 1)"2(135 + 1)"2, (6.100)

kdeOSﬁSTQSTg,ni21,izl,2,3a2?21m§n.

Pro pevna ni,ng, n3 oznacme

Ppl " (1,0;re/?,1) £ {p(s) € Pg-(1,0;re’?,1) (6.101)
p(s)je ve tvaru(6.100)}
Vel (1,0;re’?, Liw) £ {p(jw) : (6.102)

p(s) € Pt ™ (1, 0;rel?, 1)}

83



Lemma 6.5.7. Mnozina Vg™ (1,0; rel? Liw), w > 0,w # 1, md ndsledujici
vlastnosti:

(i) Ve (1,0;re?, 1;w) je uzaviend mnoZina.

(i) Vg """ (1,0;7e7?, 1;w) je bud prdzdnd mnoZina nebo je sjednocenim ko-
necného poctu grafu krivek IC;, i = 1,2,...,1 v komplexni roviné. Tj.

Vel ™ (1, 0;rel?, 1;w) = UL K;.

(i) Je-li z krajni bod kiivky K;,,i0 € {1,2,...,1} a z = p(jw) pro polynom
p(s) € Pg™>™(1,0; rel?, 1), potom p(s) je v jednom z ndsledugicich tvar

p(s) = (Dis+1)"? (Y28 +1)"
p(s) = (V18 +1)"1"2(Pys + 1)
p(s) = (V18 +1)" (Pgs + 1)"21"s

kde 0 < ¥1 < V2. Jingmi slovy : bod z je néktery z uzli (ne,ns),
(n1 +n2,n3), (n1,n2 + n3) mnoziny Vy_(1,0;7e’?,1;1).

Dukaz: Mnozina Vy»"*"*(1,0;re’?,1;w) je podle definice obor hodnot vSech
polynomi p(s) € Pt (1, 0;7e/?,1) pro konstantni hodnotu nezavisle pro-
ménné s = jw. Hledejme tedy nejprve vSechny polynomy p(s) ve tvaru (6.100)
splniujici interpola¢ni podminku

(1) 4+ 1) (725 + 1) (13§ + 1)™ =rel?. (6.103)

Uvazujeme (6.103) jako rovnici s parametrem 73 pro neznamé 71 a 7o, potom
z lemmatu 6.5.3 plyne, Ze (6.103) méa jediné feSeni splitujici podminku

0<7m <7 (6.104)

pravé tehdy, jestlize
s e Vrnz (1,01 6.105
w(T3)_W€ e (1,0:1) (6.105)

Podminku (6.105) lze interpretovat (podle lemmatu 6.5.1 a lemmatu 6.5.3)
tak, ze w(7rs) lezi napravo od pficky ni + ng a nalevo od pficky ne mnoZiny
Vi-(1,0;w) a nebo na jedné z téchto piicek. Odtud a ze spojitosti funkce w(73)
plyne, Ze rovnice (6.103) m4 FeSeni spliiujici podminku (6.104) pravé tehdy,
jestlize 73 lezi v koneéném poctu uzavienych intervala I;,¢ = 1,2,...,[, ne-
bot pro dostatecné velké 73 je ziejmé w(r3) & V- (1,0;1). Odtud jiz obdrzime
tvrzeni (i) a (ii) dokazovaného lemmatu. Nyni necht 75 je krajni bod nékte-
rého intervalu I, i9 € {1,2,...,1} a pfedpokladejme, Ze pfislusné feseni 77, 75
spliiuje podminku

0<71 <™y <713, (6.106)

potom pro zobrazeni definované vztahem

rel®

N ) .
T, T2, T3) = (T1j + )" (12f + 1) — ————
f( 1,72 3) (1] ) (2] ) (T3j+1)n3

(6.107)
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plati
flri,73,73) =0.
Dale pfimym vypoctem urcime
i-7“36‘)‘1(71772,73) iR@f(ThTst)

det o1 OT2 —
aiﬁjmf(TlaTQ;’]B) %Imf(TlaTQ;’]B)

J(717T27T3)

= nng(E + 1) (2 1)y — 1),

a tedy
J(ri,735,73) #0.

Podle véty 2.4.1 existuje FeSeni rovnice (6.103) 71(73), 72(73), 73, kde 71(73) a
T2(73) jsou spojité funkce definované v otevieném okoli 75 a splitujici v tomto
okoli podminku 0 < 71 (73) < T2(73) < 73. To vSak je spor s predpokladem, Ze 75
je krajni bod intervalu I;,. Pfedpoklad (6.106) vede tedy ke sporu a v dusledku
toho musi platit alespoil jedna z nésledujicich podminek: 7 = 0,7 = 75,75 =
75. Odtud jiz pfimo plyne tvrzeni (¢ii).

Podle lemmatu 6.5.7 je mmnozina Vp»"*"*(1,0;re’%,1;w), kde w > 0,
w # 1, sjednocenim konefného poctu (souvislych) kiivek jejichz krajni
body jsou maximélné t¥i uzly mnoziny Vg (1,0;7e/?,1;w). Nyni ukazeme, ze
Vel "3 (1,0;7e7?,1;w) je bud prazdnéd mnozina nebo jediné (souvisla) kfivka,
jejiz krajni body jsou dva uzly mnoziny Vg (1,0;7re’%, 1;w).

Lemma 6.5.8. Necht z = re?? kde r > 0,0 € (0,27) je vnitini bod mnoZiny
Vﬂlk’fn(l,O;l), 1 < m < n—1, potom pro mnoZinu V= "*"*(1,0;7el?, 1;w),
w > 0,w # 1plati :

(i) Je-li ng > m, potom Vp2"*"(1,0;re’¥, 1;w) je prdzdnd mnoZina.

(i) Je-li na + ng < m, potom Vg""*"*(1,0;7e’?, 1;w) je (souvisld) kFivka,
jejiz krajni body jsou wuzly (ni1 + na,ng) a (n1,n2 + n3) mnoZiny

Ve (1,0;7el?, 1 w).
(i) Je-ling+ng > m, potom V""" (1,0;re7%, 1;w) je (souvisld) kFivka, jejiz

krajni body jsou uzly (nz,n3) a (n1+n2,ns) mnoziny Vg_(1,0;re’?, 1;w).
Dukaz: Podle lemmatu 6.5.7 plati

VR (1,05 rel? 1 w) = UL K,

kde K;, i = 1,2,...,1 jsou (souvislé) kiivky a mnozina vSech krajnich bodi
kiivek K;, ¢ = 1,2,...,1 obsahuje maximélné tfi nasledujici uzly mnoziny
Vi-(1,0;7e7%, 15 w):

(n2,n3), (N1 + n2,n3), (n1, N2 + n3). (6.108)

Ponévadz predpokladdme, Ze re’¥ je vnitini bod mnoziny Vﬂi’_m(l,O; 1),1<
m < n — 1, podle lemmatu 6.5.5 musi pro libovolny uzel (u,v) mnoziny
Vi (1,0;rel?, 1;w) soucasné platit

ut+v>m (6.109)
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v<m. (6.110)

Jestlize je tedy ng > m, potom zadny z uzli (6.108) podle (6.110) neexistuje, a
v diisledku toho musi byt mnozina Vg*"*"*(1,0;7¢7?, 1; w) prazdni. Tim jsme
dokéazali tvrzeni (¢). JestliZe je nyni naopak n3 < m, potom mohou nastat dva
pripady:

1. Je-li ng + n3 < m, potom podle (6.109) a (6.110) ze seznamu (6.108)
existuji pravé uzly (n1 + na,n3) a (n1,n2 + n3). Odtud je zfejmé, Ze
Vel "3 (1,0;rel?, 1;w) je (souvisld) kiivka s krajnimi body (n1 + na, ng)
a (n1,n2 + ng).

2. Je-li ny + ng > m, potom podle (6.109) a (6.110) ze seznamu
(6.108) existuji pravé uzly (ne,ns) a (n1 + n2,n3). Odtud je zfejmé, ze
VRl (1,0;7e7%, 1;w) je (souvisld) kiivka s krajnimi body (ng,ns) a
(n1 —+ no, 77,3).

Podle pfedchoziho lemmatu je tedy mnozina Vp»"*"*(1,0;re’%,1;w), kde
w > 0,w # 1 (souvisld) kiivka, jejiz konce jsou uzly mnoZiny
Vi_(1,0;7€’?,1;w). Tato skutecnost umoziuje zavést nasledujici definici.

Definice 6.5.5. Mnozinu Vﬁi’m’m(l,o;re”,l;w), kde w > 0,w # 1,
definovanou wvztahem (6.102) budeme nazgvat (ni,nz2,ns)-prickou mnoZiny
Vi_(1,0;7e7?, 1;w). Jestlize je libovolny wnitini bod pricky (ni,nz,n3) sou-
casné wvnitrnim bodem mnoZiny Vi_(1,0;re’?, 1;w), potom budeme tuto
pricku nazyvat vnitini prickou mnoZiny Vlg,(l,O;rej“’,l;w). V pripadé, Ze
VRl (1,0;re7?, 1;w) = 0, potom budeme Fikat, Ze pFicka (ni,n2,n3) nee-
zistuje. Necht pticka (ni,m2,m3) md za své krajni body uzly (k,1) a (K',U'),
potom budeme tikat, Ze pricka je incidencni s uzly (k,1) a (kK',1’).

Lemma 6.5.9 (o vnitinich pFickach). Necht p(s) € Pp2"*"*(1,0;rel?, 1),
kde r > 0,9 € (0,27), je ve tvaru

p(8) = (T1s+ 1) (128 + 1)"2 (138 + 1)"3,

kde 0 <11 <19 < T3 anyi,ng,ns, Z?Zl n; < n spliugi alespor jednu z ndsledu-
jicich podminek

(i) n1 >2,n9 > 2

(ii) ne >2,n3 > 2
(i) n1 >2,n1+n2+n3<n
(iv) ng > 2,n1 +na +ns < n,

potom p(jw) je wnitini bod mnoZiny Vi (1,0;rel?, 1;w) pro  libovolné
w > 0,w # 1. Jinymi slovy : Jestlize je splnéna alespori jedna z vyse uvede-
nych podminek (i) — (iv), potom je (n1,ns2,ns)-pricka vnitini prickou mnoZiny
Vi (1,0;7e%, 1;w).
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Dukaz: Podle toho, kterd z podminek (i) — (iv) je splnéna, rozlisime ¢étyfi
pripady:
1. Necht je splnéna podminka (7). Polozme

pa(s) = p(s) + As(s? 4+ 1) (118 + 1) (195 + 1)"27%(135 + 1)1 (5% + as + b),
(6.111)
kde a a b > 0 splinuji podminku

a® —4b* < 0. (6.112)

Tato podminka zarucuje, Ze kofeny polynomu s2 + as+ b jsou komplexni (nelezi
na redlné ose). Déle si vSimnéme, Ze stupeil polynomu py(s) je maximalné ro-
ven ny + no + ng < n. Evansovou metodou geometrického mista kotenti svazku
polynomu (6.111) pro A € (—o0,0) snadno zjistime (viz obr. 6.11), Ze pro libo-
volné a a b > 0, které splituji (6.112), existuje Ao(a,d) takové, Ze pro libovolné
A € (Ao(a,b),0) lezi vSechny kofeny polynomu py(s) na reilné ose v intervalu
(—00,0). Navic funkce A\g(a,b) je zfejmé spojitd. Podle lemmatu 6.2.3 je tedy
pa(s) € Pp_(1,0;7e7?,1) pro vsechny A € (A\o(a,b),0). Nyni k dokonéeni di-
kazu uzijeme lemma 6.2.4. Snadno ovérime, ze jsou splnény vSechny jeho pred-
poklady, a tedy p(jw) je vnitini bod mnoziny Vg (1,0;7e’#,1;w) pro libovolné
w>0aw#1l.

A —>—c0
A—>—c0
A=0 A=0 A=0
51,2 52,2 33,1 A —> —oo Re
A —> —oo0

A => —oo

Obrazek 6.11: Geometrické misto kofeni svazku polynomii(6.111) pro A € (—oo,0)

Dtkaz pro zbylé pripady lze provést analogicky. Z tohoto diavodu budeme po-
stupovat velmi strucné.
2. Necht je splnéna podminka (i7). Polozme

pa(s) = p(s) + As(s? + 1) (115 + 1) (s + 1)"27 % (1358 + 1) 2(s? + as + b),
(6.113)
kde a a b > 0 spliiuji podminku (6.112). Geometrické misto kofeni svazku
(6.113) pro A € (0,+c0) je zobrazeno na obr. 6.12. Pomoci lemmatu 6.2.3 a
6.2.4 1ze obdobné jako v piipadé 1 dokézat, ze p(jw) je vnitini bod mnoziny
Vi (1,0;7e7?,1;w) pro libovolné w > 0,w # 1.
3. Necht je splnéna podminka (iii). Polozme

pa(s) = p(s) + As(s? 4+ 1) (118 + 1) (195 + 1)"2 (135 + 1)1 (s? 4 as + b),

(6.114)
kde a a b > 0 spliiuji podminku (6.112). Geometrické misto kofeni svazku
(6.114) pro A € (0,+00) je zobrazeno na obr. 6.13. Pomoci lemmatu 6.2.3 a
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A—>oc0
A—>o0
A=0 A=0 A=0 A=>oc0
Sy 1 S, 2 Sgs 2 Re
A—>oc

A—>o0

Obrazek 6.12: Geometrické misto kofent svazku polynomt(6.113) pro A € (0, +00)

6.2.4 1ze obdobné jako v piipadé 1 dokdzat, Ze p(jw) je vnitini bod mnoZiny
Vi (1,0;rel?, 1;w) pro libovolné w > 0,w # 1.

Obrézek 6.13: Geometrické misto kofentt svazku polynomt (6.114) pro A € (0, +0c0)

4. Necht je splnéna podminka (iv). Polozme

pa(s) = p(s) + As(s? 4+ 1) (115 + 1) (o5 + 1)"2 7138 + 1) 2(s? + as + b),

(6.115)
kde @ a b > 0 spliiuji podminku (6.112). Geometrické misto kofent svazku
(6.115) pro A € (0,+00) je zobrazeno na obr. 6.14. Pomoci lemmatu 6.2.3 a
6.2.4 1ze obdobné jako v piipadé 1 dokézat, ze p(jw) je vnitini bod mnoziny
Vi (1,0;7€7?,1;w) pro libovolné w > 0,w # 1.

Nyni se budeme zabyvat otazkou, které pricky maji sviij krajni bod v daném
uzlu.

Lemma 6.5.10. Necht w je wzel (k,1), Kk > 1, I > 1 mnoZiny
Ve (1,0;7¢9?, Lw), w > 0,w # 1, potom pro libovolnou pricku (ny,ns2,nsz)
s krajnim bodem w plati nekterd z nasledujicich podminek:

(i) n1 =14, no==k, ng=1, kdeie {1,2,....n—k—1}

(Z’L) ny =ky, ng =k, nzg =1, kde k1 > 1,ko >1 a ki +ko =k
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A—>o0

Obrazek 6.14: Geometrické misto kofent svazku polynomt (6.115) pro A € (0, +00)

(’LZ’L) ny =k, no =11, nzg =ls, kdely > 1,lo>1aly+13=k.
Dukaz : Podle lemmatu 6.5.8 miize mit pficka (n1, ng, ng) za krajni body pouze
nasledujici uzly:
(n2,n3), (n1 + n2,n3), (n1, n2 + n3).
Odtud plyne, Ze pro uzel (k,l), ktery je krajnim bodem pficky (ni,ns,ns),

nastane néktery z nasledujicich pfipadi:

1.k = ng, I = n3. V tomto pripadé vyhovuje zifejmé libovolné
ny € {1,2,...,n— k — 1} a pficka (n1,ng,n3) spliiuje podminku (7).

2. k =ny +ng,l = ng. Odtud plyne, ze piicka (n1, ng, ng) splituje podminku
(i4).

3. k =n1,l =ny+ng. Odtud plyne, Ze pficka (n1,n2,n3) splituje podminku

|

Lemma 6.5.11. Nechl w je vnitini uzel (k,0), k > 1, | > 1, mnoZiny

V- (1, 0;7e/?, 1;w), kde w > 0,w # 1, potom libovolnd p¥icka s krajnim bodem
w je vnitini pricka mnoZiny Vg_ (1, 0; rel? 1;w).

Dukaz : Podle definice je uzel (k, 1) vnitini uzel, jestlize k > 2,1 > 2 a k+1 < n.
Pro libovolnou pficku (nq,ng,n3) s krajnim bodem w podle lemmatu 6.5.11
plati néktera z podminek (7) — (¢4¢) lemmatu 6.5.10. Podle toho, ktera z téchto
podminek plati, rozliSme t¥i pfipady:

1. Plati podminka (7). Odtud plyne, Ze no > 2 a ng > 2, a tedy pticka
(n1,n2,n3) je podle lemmatu 6.5.9 vnitini.

2. Plati podminka (i7). Odtud plyne, Ze n3 > 2 an; +na+ns =k +1<n,
a tedy pficka (n1,mn2,n3) je podle lemmatu 6.5.9 vnitini.

3. Plati podminka (7i). Odtud plyne, zZe n; >2an; +na+ns=k+1<mn,
a tedy pficka (n1,mn2,n3) je podle lemmatu 6.5.9 vnitini.
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Véta 6.5.1 (Hranice mnoziny V7 (1,0;7e¢’?,1;w)). Necht re’#, kde r >
0, ¢ € (0,27), je vnitini bod mnoZiny v];;mu,o; H,m=12....n—1, n>2
a necht z je libovolny krajni bod mnoziny Vi_(1,0;7¢/?, Lw), w > 0,w # 1,
potom plati:

(i) Jestlize m = 1, potom z leZi na nékteré z ndsledujich pridek mnoZiny

Vi-(1,0;7e7%, 1;w):
(1,1,1),(1,2,1),...,(1,n — 2,1), (n — 2,1, 1). (6.116)

Ddle sjednocent pricek (6.116) tvori uzavienou po édstech hladkou kiivku
(krivothelnik) s n — 1 vrcholy:

(1,1),(2,1),...,(n—1,1). (6.117)

(i1) Jestlizem € {2,3,...,n—2}, potom z lezi na nékteré z ndsledujich pricek
mnoZiny Vg (1,0;re’%,1;w):

(1,m,1),(1,m+1,1),...,(1,n—2,1), (n — 2,1,1), (6.118)
(n—-3,1,2),....,(n—m—1,1,m),(L,m—1,1).

Ddle sjednocent pticek (6.118) tvoii kiivodhelnik s n vrcholy:

(m,1),(m+1,1),...,(n—1,1),(n—2,2),(n—3,3),...,(n—m,m), (1, m).
(6.119)

(i) Jestlize m = n — 1, potom z leZi na nékteré z ndsledujich pricek mnoZiny

V- (1,0;7e’?, 1;w):
(n—2,1,1),(n—3,1,2),...,(1,1,n —2), (1,n — 2, 1). (6.120)
Ddle sjednocent pricek (6.120) tvoii kiivouhelnik s n — 1 vrcholy:

(n—1,1),(n—2,1),...,(1,n—1). (6.121)

Duikaz: Necht jsou splnény predpoklady véty a necht z € Vg (1,0;rel?, 1;w),
potom z véty 6.3.6 plyne, Ze 2z je vnitfni bod nékteré pticky mno-
ziny Vgp_(1, 0;7¢/?,1;w). Dale se proto budeme zabyvat prickami mno-
ziny Vg (1,0;7re’%,1;w). Nechf w je krajni bod nékteré pficky mnoziny
Vi-(1,0;7¢’?,1;w), potom polynom p(s) € Pp_(1,0;re’?,1), pro ktery plati
w = p(jw), je podle lemmatu 6.2.7 ve tvaru

p(s) = (718 + 1)™ (1a5 + 1)"2. (6.122)

Podle lemmatu 6.5.5 existuje pravé m(n — m) riznych polynomi
p(s) € PE_(1,0;re??,1) ve tvaru (6.122), kde 0 < 71 < T a n; > 1,
ng > 1, n1 + ny < n. Tyto polynomy jsou jednoznacné urceny seznamem
(6.96) usporfadanych dvojic (n1,n2) exponentl ni a na. Seznam (6.96) tedy
zahrnuje vSechny polynomy odpovidajici krajnim bodim vsech pfi¢ek mnoziny
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Vi_(1,0;7e7?, 1;w). Nyni ze seznamu (6.96) vylou¢ime vechny polynomy odpo-
vidajici vnitinim uzlim mnoziny Vg_(1,0;re’?, 1;w). Je-li totiz uzel w vnitini
uzel, potom podle lemmatu 6.2.5, je libovolna pricka £ s krajnim bodem w
téZz vnitini pricka mnoziny Vg (1,0;re/?,1;w) a nemusime ji tedy dale uva-
zovat. Za Uelem odstranéni vnitinich uzld ze seznamu (6.96) rozlisime nyni
tfi pripady. V kazdém z nich nakonec nalezneme uzavienou kfivku, tvofenou
prickami mnoziny Vg_ (1,0;re’¥,1;w), kterd obsahuje vSechny hrani¢ni body
mnoziny V§_(1,0;7e¢’%, 1;w).

1. Je-li m = 1, potom pomoci lemmatu 6.5.6 ze seznamu uzlt (6.96) ziskame
nésledujici seznam vrchold (viz. definice 6.5.4) mnoziny Vg (1,0;re’%,1;w)

(1,1),(2,1),...,(n —1,1). (6.123)

Nyni budeme hledat pficky s jednim krajnim bodem (1,1) a druhym v seznamu
(6.123). Podle lemmatu 6.5.10 jsou to pravé nasledujici pficky (viz. obr.6.15) :

(1,1,1),(2,1,1),..., (n — 3,1,1), (n — 2,1,1). (6.124)

Podle lemmatu 6.5.9 jsou v8ak podtrzené pticky v (6.124) vnitini pficky, a mu-
zeme je tedy ze seznamu hledanych pricek vypustit. Takto obdrzime ze seznamu
(6.124) pouze dvé pricky (1,1,1) a (n — 2,1,1). Tyto pficky jsou na obr. 6.15
vyznaceny silné. Nyni budeme postupovat analogickym zptisobem pro vrchol
(2,1).Pficky s jednim krajnim bodem (2,1) a druhym krajnim bodem v se-
znamu (6.123) jsou uvedeny v nasledujicim seznamu (viz obr. 6.15) :

(1,1,1),(1,2,1),(2,2,1),(3,2,1),...,(n— 3,2,1). (6.125)

Podtrzené pricky jsou opét podle lemmatu 6.5.9 vnitini pricky a mizeme je tedy
ze seznamu hledanych pticek vypustit.

1 @n @D ™21 (01,1

Obrézek 6.15: Pficky incidenéni s uzlem (1,1)

Ze seznamu (6.125) takto obrzime pouze jednu novou pficku (1,2,1), ktera je
na obr. 6.16 vyznacena silné.

(1,1) (2,1) (3,1) (4.1) (n-2,1)  (n-1,1)

Obrazek 6.16: Pricky incidenéni s uzlem (2,1)

Stejnym zptisobem miizeme pokracovat pro uzel (i,1), ¢ = 3,4,...,n—2. Vzdy
obdrzime pouze jednu novou pficku a to pricku (1,¢,1) (viz obr. 6.16). Koneéné
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pro uzel (n — 1,1) obdrzime néasledujici seznam s nim incidenénich pficek (viz

obr. 6.17):
(n—2,1,1),(n—3,2,1),...,(2,n—3,1),(1,n — 2,1). (6.126)

an 12 n31) 021 (n1,1)
o .

(n-3,2,1)

Obrazek 6.17: Pricky inciden¢ni s uzlem (n — 1,1)

Podtrzené pricky jsou opét podle lemmatu 6.2.3 vnitini pficky a mutuzeme
je tedy ze seznamu hledanych pficek vypustit. Shrneme-li dosazené vysledky,
obdrzime nasledujici tvrzeni : Je-li m = 1, potom libovolny krajni bod

mnoziny Vi (1,0;re’?,1;w) lezi na nékteré piiéce ze seznamu (6.116) a
vSechny vrcholy mnoziny Vg_ (1,0;7e’?,1;w) jsou dany seznamem (6.117). Tim
jsme dokézali tvrzeni (7).

2. Je-lim € {2,3,...,n— 2}, potom pomoci lemmatu 6.5.6 ze seznamu uzlt
(6.96) ziskdme nésledujici seznam vrcholtt mnoziny Vg (1,0;7e/%, 1;w) :

(m,1),(m+1,1),...,(n—1,1),(n —2,2),(n—3,3),...,(n —m,m), (1,m).

(6.127)
Seznam (6.127) rozdélme na tii ¢asti
(m,1),(m+1,1) ..., (n—1,1) (6.128)
(n—1,1),(n—2,2) ,..., (n—m,m) (6.129)
(1,m). (6.130)

Ziejmé libovolny uzel ze seznamu (6.127) je obsazen v nékterém seznamu
(6.128)—(6.130) a to s vyjimkou uzlu (n — 1,1) pravé jednou. Uzel (n —1,1) je
obsazen ve dvou seznamech (6.128) a (6.129).

Nyni uvazujeme seznam (6.128). Necht (k, 1) a (I, 1) jsou dva libovolné rtizné
uzly z (6.128) a necht k > I, potom podle lemmatu 6.5.10 je pficka (k —1,1,1)
inciden¢ni s témito uzly a pro k — [ > 2 je navic podle lemmatu 6.5.9 vnitini,
nebot podle pfedpokladu plati [ > 2. Krajni bod z mnoziny Vg (1,0;rel?, 1;w)
lezici na nékteré pficce, jejiz oba krajni body jsou obsazeny v seznamu (6.128),
musi tedy lezet na nékteré z nasledujicich pricek

(1,m,1),(1,m+1,1),...,(1,n —2,1). (6.131)

Necht (k,1) a (K',1), k > K’ jsou libovolné rtzné uzly ze seznamu (6.129),
potom podle lemmatu 6.5.10 je pficka (ki,ke,l), kde k1 = K, ko = k — ¥/,
incidenéni s témito uzly. Je-li nyni £k — k' > 2, potom k1 > n—m > 2 a
ko > 2 a pricka (kq, ka,1) je vnitfni. Dokéazali jsme tedy, Ze libovolny krajni bod
vg,(l,o;reﬂa, 1;w) leZici na nékteré piicce jejiz krajni body jsou incidenéni
s uzly v seznamu (6.129), musi leZet na nékteré z nésledujicich pficek

(n—2,1,1),(n—3,1,2),...,(n—m,1,m —1). (6.132)
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Nyni dokdzeme, ze je-li (k,l) libovolny uzel seznamu (6.128) rizny od uzlu
(n—1,1) a je-li (k',1") libovolny uzel seznamu (6.129) rtizny od uzlu (n —1,1),
potom neexistuje zadna pricka mnoziny Vg (1,0;7€’%,1;w) majici uzly (k1) a
(k',1") za své krajni body. Pfedpokladejme opak. Necht (ni,ng,ng) je takovd
pricka. Ponévadz k +1 < m a n’ +1' = n musi byt podle lemmatu 6.5.10
nz = | =1’. To v8ak neni mozné, nebot [ =1 a !’ > 2.

Nyni uvazujme uzel (1,m) patiici do seznamu (6.130). Necht (k’,1’) je nej-
prve uzel ze seznamu (6.128) rtizny od (m, 1), potom zfejmé plati k' +1" > m+1,
a tedy podle lemmatu 6.5.10 sousedi uzel (1,m) s uzlem (k’,1’) pouze tehdy, je-li
I = m. To vSak neni mozné, nebot I’ = 1 a m > 2 podle pfedpokladu. Tedy
mezi uzlem (1,m) a uzly ze seznamu (6.128) existuje podle lemmatu 6.5.10
jedina pricka

(1,m—1,1) (6.133)
spojujici uzly (1,m) a (m,1). Necht (k’,1’) je nyni uzel ze seznamu (6.129) riizny
od uzlu (n —m,m), potom opét plati &’ +1' =n > m+1 a tedy podle lemmatu
6.5.10 sousedi uzel (1,m) s uzlem (k’,1’) pouze tehdy, je-li I’ = m. To vSak neni
mozné, nebot I’ < m — 1. Tedy mezi uzlem (1,m) a uzly ze seznamu (6.129)
existuje podle lemmatu 6.5.10 jedina pficka

(n—m-—1,1,m) (6.134)

spojujici uzly (1,m) a (n —m,m).
Shrnutim dosazenych vysledkd obdrzime: Libovolny krajni bod mnoziny

Vi_(1,0;7e7?,1;w) lezi nékteré piicce ze seznami (6.131), (6.132), (6.133) a

(6.134). Nyni lze pomoci lemmat 6.2.2 a 6.2.4 snadno dokézat, Ze sjednoceni

téchto pficek tvori uzavienou po ¢astech hladkou k¥ivku s n vrcholy (6.119).

Viz obr. 6.18.

-0 = [/(TmT\ -

n-m-1 ,},rﬁ)/

(n-m,m) N

\ Wn-3,3) //
V' (ne3,1) ;
\\ n-3,1,2) ,
N ’ /
N O v 7
N {tn-2 1)\(Q-1 1)/ e

Obréazek 6.18: Pricky incidenéni s vrcholy (6.127) (tence), pricky patiici do se-
znamu (6.131), (6.132), (6.133) a (6.134) (siln€) a vrcholy ze seznamu (6.128)—(6.130)
(ohranicené ¢arkované)

3. Je-li m = n — 1, potom pomoci lemmatu 6.5.6 ze seznamu uzli (6.96)
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ziskdme nasledujici seznam vrcholit mnoziny Vg (1, 0; rel? 1;w):
(m,1),(m—1,2),...,(1,m). (6.135)

Nyni budeme hledat pficky s jednim krajnim bodem (m,1) a druhym ze se-
znamu (6.135). Podle lemmatu 6.5.10 je uzel (m,1) sousedni se vSemi uzly
(6.135) a hledané pficky jsou tedy pravé ty, které jsou uvedené v nésleduji-
cim seznamu (viz obr. 6.19):

(m—1,1,1),(m—2,2,1),...,(2,m —2,1), (1,m — 1,1). (6.136)

Podle lemmatu 6.5.9 jsou vSak podtrzené pficky v (6.136) vnit¥ni pficky a mu-
zeme je tedy z dalsich avah vypustit. Obdrzime tedy nasledujici seznam pricek
incidenénich s uzlem (m,1) :

(m—1,1,1),(1,m —1,1). (6.137)

Stejnym zptisobem budeme nyni postupné pokracovat pro uzel (m — i, +
1),i ={1,2,...,m — 2}. Seznam p¥ic¢ek spojujicih uzel (m — i,7 4+ 1) se vSemi
dalsimi uzly seznamu (6.135) je podle lemmatu 6.5.10 nésledujici :

(m —1i,i,1), (m—ii—1,2), ...,
(m—1,2,i— 1), (m—1i,1,9)
(6.138)
(m—i—1,1,i+1), (m—1—2,2,i+1), ...,
@2m—i—2i+1), L,m—i—1,i+1).

Podle lemmatu 6.5.9 jsou vSak podtrzené pii¢ky v seznamu (6.138) vnitini
pricky a muzeme je tedy z dalsich ivah vypustit. Obdrzime tedy néasledujici

seznam pricek incidenénich s uzlem (m —i,i+1), i=1,2,...,m —2:
i=1: (m-1,1,1), (m-—2,1,2)
m—2,1,2), (m-—3,1,3)

i=m—2: (2,1,m—2), (1,1,m—1).
Celkové tedy ziskdme néasledujici seznam p¥icek (viz obr. 6.20):
(m—1,1,1),(m—2,1,2),(m—3,1,3),...,(2,1,m —2),(1,1,m —1). (6.139)

Zbyvaji pticky prochézejici uzlem (1, m). Podle lemmatu 6.5.10 jsou to tyto
pricky (viz obr. 6.21):

(1,m—1,1),(1,m—2,2),...,(1,2,m —2),(1,1,m — 1). (6.140)

Podle lemmatu 6.5.9 jsou vSak podtrzené pricky v seznamu (6.140) vnitfni
pricky a muzeme je tedy z dalsich ivah vypustit. Obdrzime tedy nasledujici
seznam piicek incidenénich s bodem (1,m):

(1,m—-1,1),(1,1,m —1). (6.141)
Dokazali jsme tedy néasledujici tvrzeni : Je-li m = n — 1, potom libovolny

krajni bod mnoziny Vﬁ,(l,o;rew, 1;w) lezi na nékteré piicce patiici do se-
znami (6.137), (6.139) a (6.141). Snadno ovéfime, Ze sjednoceni téchto seznami
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davé pravé seznam (6.120). Nyni lze pomoci lemmat 6.5.8 a 6.5.10 snadno doka-
zat, Ze sjednoceni pti¢ek v seznamu (6.120) tvofi uzavienou po ¢astech hladkou
kiivku s n — 1 vrcholy (6.121).

Tim je dikaz dokoncen.

™) (m12 (m23) @m1)  (m)

Obrézek 6.19: Pricky incidenéni s uzlem (m, 1)

(m,1) (Mm-12)  (m-i+1,1) (m-1,i+1) (m-i-1,i+2)  (2,m-1) (1,m)
S (m-i,,i (m-i-1,1,i+1)_O - - -

Obrézek 6.20: Pricky incidenéni s uzlem (m — i,7 + 1)

(m.1) (m-1,2) @m2) @m1)  (1,m)

Obrézek 6.21: Pricky incidenéni s uzlem (1,m)

6.6 Dvoubodova interpolace: pripad w; > 0

V tomto oddile uvedeme dvé pomocnd tvrzeni, ktera hraji hlavni roli pfi po-
pisu vSech extremélnich polynomt mnoziny Pg_ (Pr,w1; P, wo;w), pro w > 0,

w ¢ {wr,wa}.
Necht ¢ € (0,27), n; > 1,i=1,2,3, m > 0. Ozna¢me

ppimanaT(cie 1) £ {p(s) € PE_ (4%, 1)
p(s) = ko(m1s + 1) (125 + 1)"2(738 + 1)"2s™,
k:m +n2+n3+m,ko >0,
0<7 <7 <73 <+00}

VRIS (02, 1) & {p(je)  pls) € PR e 1),
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Lemma 6.6.1. Polynom p(s) je prokem mnoZiny Pgt">">™(e/%,1),
© € (0,27) prdvé tehdy, jestlize lze vyjddiit ve tvaru

p(s) = p(s, 00, a2) £ ko(an, o2)[11 (o) s+1]" [1a () s+1]"2 [13 (a1, ) s+1]"3s™,

(6.142)
kde
71(ev1) = tanag
To(ae) = tanag
—mZ —nja; — N
(0, a2) = tan 2 2 — e
ns
kolar,az) = [rf(a1) +1]7 7 [73 () + 1] # [73(an, 02) + 1] %
a
p—m% p—(na+nz+m)% o
a1€<07n1+n2fn3 >ﬂ( e 27§>
—mZI —nia —(n3+m)Z —ni« T
e )
Diikaz : Nechf p(s) = Pgh">"*™ (7%, 1), potom je p(s) ve tvaru
p(s) = ko(mis + 1) (as + 1) (138 + 1)"2s™,
kde kg > 0,0 <711 <75 <73 a plati
p(j) = ko(m1j + 1)™ (125 + 1) (135 + 1)"*j™ = &7%. (6.143)
Z rovnice (6.143) obdrzime thlovou podminku ve tvaru
T
nioy + noas + n3ag + m§ =, (6.144)
kde -
a; = arctanT; € (0, 5), i=1,2,3. (6.145)
Podminka 0 < 7y < 15 < 73 je zfejmé ekvivalentni s podminkou
0 § aq S (6] § asg, (6146)
a tudiz z (6.144) plyne
—mZ
m<——"2 (6.147)
n1 + ng +ng
Z (6.144) déle plyne
—mIZ —nia; — naa
ap = 22 T T Raae (6.148)
n3
a ponévadz pozadujeme oo < az musi byt
a < Y —mz5 —nia *n20427
ns
neboli .
—mI —n«
ap < M T (6.149)
no +ng
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Navic z podminky (6.144) pro ap < § a a3 < § obdrzime

—(n2+n3+m)x
o > P (nztmstm)3 (6.150)
ni

a podobné z podminky (6.144) a a3 < 7 obdrzime

o —(n3+m)g5 —nio
) '

ay > (6.151)

Spojenim podminek (6.145), (6.147) a (6.150) pro «; jiz dostaneme

£omi (el mg

a1 € <07 s
ni + ng + ng ny 2

Podobné z (6.145), (6.146), (6.149) a (6.151) obdrzime

cpfmgfn1a1>ﬂ(gaf(n3+m)%fnlal 7r)

Qg € <a1 _
’ ng +ng

n9 ,2

Kone¢né z (6.145) plyne

71(ev1) = tanag
To(ae) = tanag
—mZ —nia; — na
3(a1,2) = tan 14 2 171 22

ns

Vztah pro kg . ,
ni n n
ko=(rf+1)7 2 (5 +1)7 2 (5 +1)" 2
ziskdme p¥imo z amplitudové podminky rovnice (6.143). Obracenim uvedeného
postupu lze diikaz lemmatu dokoncit.

Lemma 6.6.2. MnoZina Vp2">""™(e/?, Lw),kde ¢ € (0,2m),w > 0,
w & {0,1}, je éast komplexni roviny ohranidend tremi nebo ctyrmi prickami
mnoziny V{g, (79, 1;w), k = n1+na+n3+m. Pro konstruktivni popis mnoZiny
Va2t (ed? 1iw) je nutné rozligit ndsledugict pripady:
(i) Je-li o < (n3+m)%, potom mnoZinu Vy
pricky:

LB (1P 1:w) ohraniduji

(n2,n3,m), (n1,n2 +n3,m) a (n1 + n2,nz, m).
Viechny tyto pricky navic patit do Vpr">"*™(el? 1;w). Jingmi slovy:
Vel "M (ed? 1 w) je kFwothelnik se tiemi vrcholy

(n1,m), (n2 +nz,m) a (n1 +na + nz,m).

(i) Jesli o € ((ng + m)z,(n2 + ng + m)3), potom mnoZinu
Vel "™ (@19 15 w) ohranicugi pricky:

(n2,n3,m), (n1,n2 + nz,m), (n1 + nz,n3, m) a (n1,nz,m + nz).
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(iii)

ni,n2,n3,m

Vsechny krajni body Vg (79, 1;w) s wvyjimkou bodi leZicich
na pricce (ny,n2,m + ng) patit do Vg " "™ (€% 1;w). Jingmi slovy:
Vel "2 (ed? 1;w) je kFwothelndk se ¢tyFmi vrcholy

(n2, m + n3), (na + ng,m), (n1 + n2 + n3,m) a (n1 + na, m + ns)
bez strany (n1,n2, m + ng).

Je-li ¢ € ((n2 +n3 + m)%,(n1 + na + nz + m)%), potom mnoZinu
Vel "M (ed? 1 w) ohranicugi pricky:
(n1,n2 +ng,m), (n1 + na,n3,m) a (n1,n2, m+ ns).
Viechny krajni body Vpr">"*"™(el? 1;w) s wvyjimkou bodi leZicich
na piiéce (ny,ng,m + ng) patii do Vgt (7%, 1;w). Jingmi slovy:
Vel (@19 15 w) je kifwothelnik se tiemi vrcholy

(n1,m + na + n3), (n1 + ne + ng,m) a (n1,n2, m + ns)

bez strany (n1,n2, m + ng).

Dukaz: Necht p(s) € Ppt™*"*™ (ej,, 1), potom podle lemmatu 6.6.1 lze poly-

nom p(s) vyjadfit ve tvaru (6.142). Je-li navic

0< Tl(Oél) < 7'2(0[2) < Tg(al,OLQ),

potom podle lemmatu 6.2.7 je bod p(jw) vnitini bod Vg'">"*™(e? 1;w).
Pro hraniéni bod z = p(jw, a1, a2) € OVR2"*"*™(ed?, 1;w) musi tedy platit

alespon jedna z nésledujicich podminek :

Ti(a1) = 0 (6.152)
Tl(Oél) = 7'2(0&2) (6.153)
n2(1) = m(a1,02) (6.154)
(a1, ) = +oo. (6.155)

1. Je-li splnéna podminka (6.152), musi podle (6.142) platit

1 = tana; =0, a; =0
75 = tanas
T3 = tan 7(%7”3;”20‘2,
kde ( )
oy (et 5
0, ——= —= - ) = 1,,. 6.156
a2€<;n2+n3 ﬂ N D) a2 ( )
Z definice (6.156) intervalu I, plyne
¢ —m3 ™
L, = <o,m>, pro ¢ € (0, (n3+m)§) (6.157)
—(ns+m)5 ¢ —m%
L, = (5” (ns +m)3 ¢ 2>, (6.158)
ng N2 + N3
T ™
pro <p€<(n3+m)§,(n2+n3+m)§)
I, = 0, pro ¢> (ng—l—ng—i-m)g). (6.159)
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Podle definice 6.4.1 lezi tedy bod z na pficce (n1, na, m), mnoziny Vﬁ, (€7%,1;w),
k = n1 + ng + ng + m, kterd ma v zavislosti na ¢ podle (6.29) a (6.30) tyto
krajni body:

(ng,m), (na + nz,m) pro ¢ € (0,(n3 +m)%)

(n2,m +n3), (n2 +nz,m) pro p € ((n3 +m)3, (na +nz+m)%).
Poznamenejme jesté, Ze je-li ¢ > (n2 + nz + m)3), potom (6.152) ne-
mize byt vzhledem k (6.159) splnéna a tedy pticka (ni,na,m) nepatii
do Vgl M (eI 15 w).

2. Je-li splnéna podminka (6.153), musi podle (6.142) platit

1 = To = tanal
@ —m%G — (n1+n2)
73 = tan ’
ns
kde
@—m% (p—(nz‘f'ns“"m)% T\ &

€ <07 > ( ’_) —le o0
aq ny +ng +ng n ny 2 1 ( )
@—mg—n10é1> (@—(n3+m)%_n10‘1 ﬁ)él 6.161
a1€<a1, no + 13 n N9 ’2 Qg ( . )

Je-li nyni oy € 1,,,, potom a; € I, pravé tehdy, jestlize soucasné plati

s
go—m§ — N1

= 07
no + N3
a
—(n3s+m)Z —ni«
o —(n3 )2 10 < ay
n2
neboli .
—mT
e L (6.162)
n1+n2+n3
a
—(ng+m us
oy > P tm (6.163)

ny + N2
Z (6.160), (6.162) a (6.163) plyne, Ze pro interval I,, ., vSech ayq splilujicich
(6.160) a (6.161) plati

jus

©—m T
Lo, = <0,72>, (0, —) 6.164
102 ny -+ ne +n3 pro ¢ & (n3+m)2 ( )
—(ng+m s —mZ
Lojo, = (@ (ns tm)y o~ my ) (6.165)
n1 + no ny +ng +ng
™ ™
pro cp€<(n3+m)§,(n2+n3+m)§)
s
Inja, = 0, pro cpz(n1+n2+n3+m)§).

Podle definice 6.4.1 lezi tedy bod z na pfiéce (ni,ne,ns,m) mnoziny
Vﬁ, (79, 1;w), k = ny + na + n3 + m, kterd méa v zéavislosti na ¢ podle (6.29) a
(6.30) tyto krajni body :

(n3,m), (n1 +nz +n3,m), pro ¢ € (0,(n3+m)%)
(n1 4+ n2,m + ns), (n1 + na + ng, m),
pro ¢ € ((n3 +m)3, (n1 +n2 +n3z +m)7g).
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Pro ¢ > (n1 + n2 + n3 +m) % nemiize byt podminka (6.153) splnéna.
3. Je-li splnéna podminka (6.154), musi podle (6.142) platit

™
- gafmg —Ni101 — N2

Qo = )
ns
neboli -
® — m§ — N1
Qg =
ng +ng
a tedy
1 = tanog
_ _ Y—m% —nioy
o = 73 = tan W,
kde
©—m% ©—(n2+n3+m)% m\ 4
e <0, > ( ,—) A, 6.166
o ni + ng + ns ﬂ ni 2 ! ( )
Z definice (6.166) intervalu I, plyne
p—mZ T
L, = <0, 72> e (0, —)
! ni + ng + ng pro- ¥ (n2+n3+m)2
I _ (@—(n2+n3+m)§ p—m3 >
o ni "ni+ng+nz/’

T
pro g0€<(n2+n3+m) ,(n1+n2+n3+m)§)

o] N

s
I,, = @, pro cpz(n1+n2+n3+m)§).

Podle definice 6.4.1 lezi tedy bod z na pficce (ni1,ne + ns,m) mnoziny
VE (e7%,1;w), k = n1 + na + ng + m, kterd ma v zavislosti na ¢ podle (6.29) a
(6.30) tyto krajni body :

(ng 4 n3,m), (n1 4+ n2 +nz,m), pro ¢ € (0, (ng +nz +m)%)
(n1,n2 +n3 +m), (n1 + ng + nz,m),
pro ¢ € {(n2 + nz +m)%, (n1 + na + nz +m)3).

Pro ¢ > (n1 +n2 + n3 +m)% nemiize byt podminka (6.154) splnéna.

4. Je-li splnéna podminka (6.155), musi podle (6.142) platit

s
@ — m§ — N1 — N202

™
ns 2

Odtud .

©—(m+n3z)5 —nio

n2

as = (6.167)
PonévadZ as > a1, pomoci (6.167) obdrzime

- @ —(m+n3)%

a1 =
n1 + ng
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a tedy

1 = tanog

w—(m+n3)§—n1a1
To = tan ,
n2

kde

¢ —(m+n3)3 ¢—(n2+ns+m)g 7\ 4
0, > ( ,—):I . (6.168
061€< ni + no ﬂ niy 2 “ ( )

Z definice (6.168) intervalu I,, plyne

I, = 0, proype€ (O, (n3+m)g)
o —(m+n3)5 m m
L, = <O7Tnz2>7 pr0<p€<(n3+m)§,(n2+n3+m)§>
L (%*(n2+n3+m)§ <P*(m+"3)§>
(631 - ny I n1+n2
T
pro ¢ € (m +n2+n3+m)§)
T
L, = 0, pro<p2(m +n2+n3+m)§>.

Podle definice 6.4.1 lezi tedy bod z na pfiéce (ny,ng,n3 + m) mnoZiny
V]g, (79, 1;w), k = ny + na + n3 + m, kterd méa v zéavislosti na ¢ podle (6.29) a
(6.30) tyto krajni body :

g s
b
(n2,m +n3), (n1 +nz,n3 +m), proy € <(n3+m)2,(n2+n3+m)2)
(n1,n2 +ng +m), (n1 + na,n3 +m),
pro ¢ € <(n2+n3+m)g,(n1 +n2+n3+m)g>.

Pro ¢ < (n3 4+ m)% nebo ¢ > (n1 + nz + n3 +m)%) nemize byt podminka
(6.156) splnéna.

Shrnutim dosazenych vysledkt v krocich 1 az 4 obdrzime jiz dokazované
tvrzeni. Skutecnost, ze libovolny vnitini bod pfislusného kiivothelniku patii
do Vgt">"* ™ (3% 1; w) vyplyvé ze spojitosti zobrazeni (6.142).

Pro lepsi nazornost tvrzeni lemmatu 6.6.2 jsou na obr.6.22 znazornény pri-
slusné kiivothelniky pro piipady (i) — (i4i).
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(n1+n2+n3,m)

(n2,n m

7,50

(n,+n,,m)

(n1,n +n_,m

(n1+n2+n3,m)

(b) (ii)

(n1,n2+n3,m)

(n1+n2+n3,m)

() (i)

Obrazek 6.22: Kfivoﬁhelnikvgl,’”z’”S’m(ej“", 1;w) pro ptipady (¢ —4ii) lemmatu 6.6.2.
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Kapitola 7

Revize
Zieglerovy—Nicholsovy
frekvenéni metody

V této kapitole pouZijeme vysledki dosazZenych v predchdzejicich kapitoldach k di-
kladné revizi ZNF metody. Nejprve podrobné objasnime duvody, pro¢ je ZNF
metoda nespolehlivd (stejné jako viechny jeji modifikace vyuZivajici znalosti
pouze jediného bodu frekvencéni charakteristiky s fazovgm zpozZdénim 180°). Ddle
odpovime kladné na otdzku, zda lze za jistych apriornich predpokladi navrhnout
vyhovugici reguldtor (PI,PID) pouze na zdkladé znalosti jediného chytie vybra-
ného bodu frekvencni charakteristiky procesu. Resenim 1iloh RNR pro mnoZinovy
model Sf_(e79%,1), kde n je dostatecné velké a ¢ probihd interval (0°,180°),
zjistime fazové zpoZdéni nejuyhodnéjsiho bodu pro ndvrh requldatoru daného typu.
Takto obdrzime spolehlivou a v jistém smyslu nejlepsi mozZnou metodu ndvrhu
PI a PID reguldtori vychdzejici pouze ze znalosti jediného bodu frekvencni cha-
rakteristiky.

7.1 Uvod

V roce 1942 Ziegler a Nichols ve svém slavném ¢lanku [1] publikovali dvé inze-
nyrské metody pro nastavovani P, PI a PID regulatort. Stoji za pov§imnuti, ze
Ziegler a Nichols tehdy pracovali ve firmé Taylor Instrument Companies, ktera
vyrabéla regulatory. Prvy z nich byl zaméstnan v obchodnim oddéleni a druhy
ve vyzkumu. Jejich ¢lanek neni v zddném piipadé produktem akademického vy-
zkumu, ale spise se podoba podrobnéjsimu nadvodu na pouziti reguldtoru. Obé
popsané metody vychéazi z empirickych tdaj ziskanych experimentalnim seri-
zovanim mnoho realnych regula¢nich smyéek. Zieglerova—Nicholsova (ZN) frek-
ven¢ni metoda pocitd parametry regulatoru z tzv. kritického bodu frekvenéni
charakteristiky, zatimco ¢asovad metoda z pocatku prechodové charakteristiky
procesu. ZN metody jsou kupodivu v soucasné dobé v primyslu a dokonce i
v akademickém vyzkumu stale velmi popularni a jsou zakladem prevazné vét-
Siny PID autotunert [29], [37] implementovanych v modernich primyslovych
regulatorech a distribuovanych systémech fizeni. Pozoruhodné je, ze Ziegler a
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Nichols prezentovali své metody bez jakéhokoliv teoretického objasnéni. Sami
v ¢lanku uvadéji, ze se pokusi pouze odpovédét na praktickou otazku jak rychle
a vhodné sefidit regulator pro libovolnou regula¢ni aplikaci a ze se nebudou
snazit zddnym zptsobem své metody oduvodnit. To podle jejich slov pone-
chaji na pozdéjsi dobu, az matematické odvozeni dozraje do konecné podoby.
7Zda se, ze se tak jesté nestalo. Existuje sice obrovské mnozstvi praci vénuji-
cich se zhodnoceni nebo modifikaci ZN metod, vSechny vSak maji podobné jako
ptvodni ¢lanek [1] empiricky charakter. Jako ptiklad z posledni doby uvedme
prace [42], [43]. Jediny rozdil spo¢iva v tom, Ze se experimentuje s vybranymi
matematickymi modely misto s redlnymi systémy.

Hlavnim vysledkem této kapitoly je pfesna formulace tlohy navrhu regulé-
toru na zékladé jednoho nebo dvou bodt frekvenéni charakteristiky (v podobé
tlohy RNR) a jeji nasledné numerické feSeni pomoci nové vytvorené techniky
reprezentativni podmnoZiny. Vysledkem jsou teoreticky podlozené (za danych
predpokladti nikdy neselhdvajici) modifikace ZNF metody vhodné pro auto-
matické nastavovani primyslovych reguldtort. Prozradme dopiedu, Ze hlavni
myslenka modifikace spociva v chytrém vybéru jednoho bodu frekvenéni cha-
rakteristiky pro dany typ regulatoru a pro pozadovanou hodnotu M—-indexu
uzaviené smycky.

7.2 Zieglerova—Nicholsova frekvenéni metoda

Princip ZNF metody je nasledujici: v uzaviené smycce s proporcionalnim re-
guladtorem postupné pomalu zvétsujeme zesileni K regulatoru az do okamziku
vzniku netlumenych kmitt. Z naméfeného zédznamu regulované veli¢iny uréime
periodu vzniklych kmit Tigp a pfislusné zesileni regulatoru K = K, (toto zesi-
leni nazyvame kritické). Parametry regulatort P, PI a PID s obecnym pienosem

G(s) =K1+ + Tys)

Ti S

uré¢ime z tabulky 7.1.

K T, Ty
P | 0,5K,
PI | 0,45K. | Tiso/L,2

PID | 0,6K. | Tiso/2 | Tis0/8

Tabulka 7.1: Parametry regulatord P, PI a PID podle ZN frekven¢ni metody.

Heuristickym zpusobem lze ZNF metodu oduvodnit pomoci obr. 7.1. Na ném
je znazornén zpusob, jakym je kriticky bod kompenzovan po fadé regulatory
P, PI a PID navrZzenymi podle tab. 7.1. VSimnéte si, ze napfiklad PID re-
gulator presouva bod z M kruznice pro M = 400 na bod lezici na M-
kruznici pro M = 1, 36. Heuristické odtivodnéni ZNF metody spociva ve vire, ze
jestlize zkompenzujeme frekvenc¢ni charakteristiku procesu vhodné na frekvenci
w1g0 = % (pomoci regulatoru P, PI a PID), potom zadny bod kompenzované
frekven¢ni charakteristiky nebude pfili§ blizko kritického bodu [—1, j0]. Tato
doménka je vsak, jak dale uvidime, chybna.
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Im * Im !
[~0,45;0,086]
[-0,5;0]

=1:0] =101 . [0

[-0,6;-0,28]

(a) P (b) PI (c) PID

Obréazek 7.1: Kompenzace kritického bodu regulatorem P, PI, PID nastavenym ZN
frekvenéni metodou

Provedeni experimentu v podobé, jak ho popisuje ZNF metoda, je velmi pro-
blematické, nebot vyzaduje provozovani regulacni smycky na mezi stability
bez moznosti ovliviiovat amplitudu kmitd. Nastésti lze tento nedostatek od-
stranit nahrazenim ,experimentujicitho“ P regulatoru reléovym regulatorem
podle obr. 7.2. V tomto pfipadé je mozné velikost kmitti spolehlivé ovlivio-
vat volbou amplitudy relé A. Perioda vzniklych kmiti v ustalené stavu je opét
priblizné Tigg a kritické zesileni K. lze urcit z priblizného vztahu

A
w u
jC reees >
-A

Obrézek 7.2: Identifikace kritického bodu frekvenéni charakteristiky pomoci releového
regulatoru

4A
K, = 5 (7.1)
kde B je amplituda kmitt regulované veli¢iny y v ustileném stavu. Pozname-
nejme, ze vztah (7.1) vyplyva z rozkladu obdélnikového signalu do Fourierovy

fady.
4 . 1 .
u(t) —ug = —(sinwigot + 3 sin 3wigot + .. .)
T

a z predpokladu, ze fizeny systém dostatecné potlaci vSechny vyssi harmonické
obsazZené v obdelnikovém signélu u(t). Pravé popsana modifikace ZN frekvenéni
metody je zadkladem reléovych autotunerti, které jsou implementovany v moder-
nich primyslovych regulatorech mnoha svétovych vyrobct. Kvalita zminénych
autotunert vsak kriticky zavisi na kvalité ZNF metody a ta je, jak dale uvidime,
nevyhovujici. Poznamenejme, ze uziti reléového regulatoru pro identifikaci jed-
noho bodu frekvenéni charakteristiky poprvé navrhl Rotaé¢ [6]. Pozdéji Astrom
a Hagglund [12], [4] tento princip znovu objevili.
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7.3 Vlastnosti ZNF metody

V tomto oddile budeme aplikovat ZNF metodu na mnozinu pfipustnych pfenost
Sp- (e777 1). Pfipometime, Ze do této mnoziny patii viechny pienosy ve tvaru

Ko
()= 2%
p(s)
spliiujici interpola¢ni podminku
K
F(]): 0 :e—_]ﬂ':_17
p(J)

kde Ky a p(s) je polynom s redlnymi nezdpornymi koeficienty stupné maximalné
n, jehoZ vSechny kofeny navic lezi v intervalu (—oo, 0). VSimnéme si, ze vSechny
pfenosy F(s) € Sp_(—1,1) maji stejné kritické zesileni K. = 1 a stejnou peri-
odu kritickych kmitt Tigp = 27. Tedy ZNF metoda pfifazuje vSem pripustnym
prenosim stejné parametry regulatora P, PI a PID. Samozifejmé nas zajima,
zda reguldtor s témito parametry vede na stabilni uzavienou smycku anebo
jesté 1épe, na uzavienou smycku s dostateénou bezpecnosti ve stabilité, pro li-
bovolny pfipustny prenos F(s) € Si_(—1,1). Podle lemmatu 4.3.1 vime, ze
k ovéfeni podminky na bezpecénost ve stabilité (definovanou pomoci M—indexu)
pro celou mnozinu S§_ (—1,1), staci ovéfit tuto podminku pouze pro reprezen-
tativni podmnozinu £ (—1,1) mnoziny Sg_(—1,1). Podle definice 4.3.2 véty
5.3.1 do &F_(—1,1) patii vSechny piipustné systémy odpovidajici hranici kiivo-
thelnika 77 (-1, 1;w), w > 0,w # 1. Pfipomenme, ze témto pfenostim fikdme
extremalni prenosy. Konkrétné jsou extremalni pfenosy odpovidajici vrcholtim
ve tvaru

Ko

V(m ,m) (5) = m’

(7.2)

kde Ko > 0, 71 > 0 a uspofddand dvojice (n1,m) probihd (n + 1)—¢lennou
posloupnost

(na 0)7 (Tl - 170)3 tey (37 0)7 (17 2)a (Tl - 27 2)a (n - 1a 1) (73)
a extremalni pfenosy odpovidajici strandm ve tvaru

Ko
(118 + 1)"1 (138 + 1)n2gm’

Hnl,nz,m(s) = (74)

kde Kg >0, 0< 7 <7y, n1 >1,n0>1, m>0,n+ns+m <n a usporadana
trojice (n1,n2, m) probiha (n + 1)—¢lennou posloupnost

(1,n—1,0),(1,n—2,0),...,(1,2,0),(n—3,1,2), (n—2,1,1), (n— 1,1,0) (7.5)

Poznamenejme, Ze pro objasnéni vlastnosti ZNF metody bude postacovat,
omezime-li se na extremalni pfenosy ve tvaru (7.2), nebot vrcholy kiivotithelnika
jsou jak dale uvidime vhodné rozmistény podél jeho hranice.

7.3.1 Pripad PI regulatoru

Vlastnosti PI regulatoru navrzeného ZNF metodou budeme analyzovat pro pii-
pad mnozinového modelu Sg_(—1,1), kde n = 10. Poznamenejme, ze zvolené
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2

_4 1 1 1 1 ]
-4.5 -35 -25 -1.5 -0.5 0.5

Obrézek 7.3: Frekvenéni charakteristiky extremdlnich pfenosii (7.2),(7.3) pro n = 10
a kiivothelnik F2° (-1, 1;w), w = 0,5

omezeni na Fad pripustnych prenost neni kritické a Ze stejné zavéry bychom
obdrzeli pro libovolné n > 3.

Na obr. 7.3 jsou zobrazeny frekvenc¢ni charakteristiky extremadlnich sys-
tému ve tvaru (7.2), kde uspofddand dvojice (n1, m) probihd posloupnost (7.3)
pro pripad n = 10. Dulezité je poznamenat, Ze extremdlni pfenosy prislusné
dvojicim (1,2) a (8,2) v naSem p¥ipadé splyvaji v pfenos

Vi) (s) = ig
s
Konkrétni hodnoty parametri téchto extremalnich pfenost jsou uvedeny v ta-
bulce 7.2. Na obr. 7.3 je t€Z znédzornén kiivothelnik 3% (—1,1;w) pro frekvenci
w = 0, 5. Pfipomenme, ze kazdému jeho bodu odpovidé alespon jeden pfipustny
systém F(s) € Sp_(—1,1).
Na obr. 7.4 jsou zobrazeny kompenzované frekvenc¢ni charakteristiky

L(nl,m)(jw) £ G(jw)‘/(nl,m)(jw)a (76)

kde
G(s) = K(1+ =), K=0,45, T,— 2% _5 24 (7.7)
B T;s”’ I T R '

je prenos PI regulatoru navrzeného ZNF metodou pro mmnoZinovy model
S22 (=1,1), Vin, m) (s) je extremalni pFenos ve tvaru (7.2) a dvojice (nq, m) opét
probihé posloupnost (7.3) pro pfipad n = 10.

Na stejném obrézku je zndzornén téz kiivouhelnik G(jw) - Fz° (—1,1;w)
pro w = 0,5. Z jeho tvaru je zfejmé, ze vSechny pfipustné prenosy odpovidajici
bodim tohoto k¥ivouhelnika leZicim dostatecné blizko kompenzovaného vrcholu
(1,2) vedou na nestabilni uzavienou smycku.
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Obrazek 7.4: Frekven¢ni charakteristiky (7.6) pro PI regulator a k¥ivothelnik G(jw) -
.7:]1%9 (-1,1;w) prow =0,5

Z tab. 7.2 je navic patrné, ze vhodnou volbou pripustného systému lze dosah-
nout libovolného M-indexu uzaviené smycky z intervalu (1,060;+00). Z této
skutecCnosti plyne, Ze ZNF metoda v puvodni podobé je pro PI regulatoru zcela
nespolehliva. Dokonce lze snadno dokazat, ze jakdkoliv modifikace ZNF metody
spocivajici ve zméné konstant v tab. 7.1 pro PI reguladtor bude mit podobné
Spatné vlastnosti. Pokusme se nyni nalézt podmnozinu S]éq (—1,1), pro kterou
je PI regulator navrzeny ZNF metodou vyhovujici. Za timto tcelem uvazujme
mnoZzinu pifpustnych prenostt S’ (Ko,0;—1,1) C Sg%(—1,1). Jde ziejmé
o prenosy, které kromé toho, Ze patii do Sﬂlk(l(—l, 1), maji jesté dané statické
zesileni Ko. Odpovidajici kiivouhelniky Fz% (Ko,0; —1,1;w), kde w = 0,5, jsou
pro Ko = 5 a 10 zobrazeny na obr. 7.4. Uzitim reprezentativni podmnoziny
&Y (Ko,0;—1,1) mnoziny Sz° (Ko, 0;—1,1) (viz. véta 5.4.1 a 5.4.2) zjistime,
7e M-index uzaviené smycky se pro Ky = 5 pohybuje v intervalu (1,69;2,514)
a pro Ko = 10 v intervalu (2,05;4,88). Z toho lze usoudit, ze ZNF metoda
dava vyhovujici PI regulator pouze pro pfipad Ky < 5. Poznamenejme vsak,
ze pro Ky < 2 je sice M—index vzdy mensi nez 1,2, avSak uzaviend smycka je
velmi pomaléd z diavodu prilis velké integracni casové konstanty. Z provedené
analyzy plyne tedy nasledujici zaveér:

Pro prenosy F(s) € S§_(—Kiso,w1s0), n > 3 ddva ZNF metoda vyhovugici
PI reguldtor pouze v pripadé, kdy je splnéna podminka

kde Ko = F(0).
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[mi|[m] Ko | m [ZNF:PIMy | ZNF: PID M, |

1 2 1 0 nestabilni 5,767
8 2 1 0 nestabilni 5,767
3 10| 7,998 | 1,732 4,384 1,891
4 | 0 || 3,999 | 0,9999 2,081 1,475
5 1 0 | 2,885 | 0,7265 1,571 1,3689
6 | 0| 2370 05773 1,350 1,3574
7 1 0| 2,075 | 0,4815 1,228 1,3834
8 | 0 || 1,884 | 0,4142 1,150 1,4230
9 | 0|l 1,750 | 0,3639 1,096 1,468
10| 0 || 1,652 | 0,3249 1,060 1,511
9 | 1] 1,148 | 0,1763 2,683 1,898

Tabulka 7.2: Extremdlni pfenosy (7.2),(7.3) pro n = 10 a pfislusny M—index uzaviené
smycky s PI resp. PID reguldtorem navrzenym ZNF metodou

7.3.2 Pripad PID regulatoru

Pouzijeme stejny postup jako v pripadé PI reguldtoru. Uvazujme idedlni PID

regulétor
1

T;s
kde K,T; a Ty jsou uréeny podle tab. 7.1, tj. K = 0,6, T; = 3,14, Ty = 0, 785.
Kompenzované frekvenéni charakteristiky (7.6) pro regulator (7.8) jsou spolu
s kiivothelnikem G(jw) - F2%(—1,1;w) pro w = 0,5 zobrazeny na obr. 7.5.

Z tohoto obrazku je zfejmé, ze PID regulator (7.8) vede na stabilni uzavienou
smycku pro libovolny piipustny pienos F(s) € Sg? (—1,1). Nejvyssi M-index
ze vech pripustnych systémi ma extremdlni systém V(; oy(s) = %2 Jeho hod-
nota podle tab. 7.2 je 5,78. Odtud plyne, ze prili§ vysoky M—index (M > 2) lze
ocCekavat u prenost, které odpovidaji bodtim lezicim dostatecné blizko vrcholu
(1,2). Na obr. 7.6 jsou zobrazeny odezvy uzaviené smycky na skokovou zménu
poruchy pro vSechny pfenosy (7.2), (7.3) a PID reguldtor (7.8).

Uvazujme nyni mnozinu pifpustnych prenosi Sz° (Ko,0;—1,1) C
Sz% (—1,1). Odpovidajici kfivothelniky Fg°(Ko,0;—1,1;w),w = 0,5 jsou
pro Ko = 10 a 50 zobrazeny téz na obr. 7.4. Uzitim reprezentativni podmnoziny
&% (Ko, 0; —1,1) mnoziny Sg° (Ko,0; —1,1) (viz véta 5.4.1 a 5.4.2) zjistime, Ze
M-index uzaviené smycky se pro Ky = 10 pohybuje v intervalu (1,54;2,0) a
pro Ko = 50 v intervalu (1,82;3,16). Pro Ky < 2 podobné jako u PI regulatoru
zjistime, ze M-index je sice vzdy mensi nez 1,43, avSak uzaviend smycka je
prilis pomalé z divodu velké integracni ¢asové konstanty T;. Na zakladé téchto
skutecnosti lze formulovat néasledujici zavér:

G(s)=K(1+ + Tys), (7.8)

Pro prenosy F(s) € Sg_ (—Kigo0,wig0),n > 3 je ZNF metoda pro PID regu-
lator nespolehlivd. Prijatelné hodnoty parametri K,T; a Ty miuZe ddvat pouze
pri splnéni podminky

Ko

2<
Kiso

<10,

kde Ko = F(0).
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Obrézek 7.5: Frekvenéni charakteristiky (7.6) pro PID regulator a k¥ivothelnik G (jw)-
F22(-1,1;w) prow = 0,5

Obrazek 7.6: Odezvy na jednotkovy skok v poruSe d pro uzaviené smycky s reguld-
torem (7.8) a extremalni pfenosy (7.2),(7.3) pro n = 10.
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7.4 Nova modifikace ZNF metody

7 predchézejici analyzy vime, ze ZNF metoda je velmi nespolehliva. Hledejme
tedy jeji modifikaci spocivajici v tom, Ze za vychozi informaci pro navrh regula-
toru nevezmeme bod frekvencni charakteristiky s fazovym zpozdénim 180°, ale
s néjakym jinym chytfe vybranym fazovym zpozdénim z intervalu (0°,180°),
feknéme . Z kap. 3 lze usuzovat, ze vhodné ¢y bude zaviset na uvazované
mnoziné pripustnych systémt, na typu reguldtoru a na navrhovém parametru
M. Abychom vysetiili tuto zavislost, budeme nyni fesit pfislusné ilohy RNR
s mnozinovym modelem S§_ (e 7¥,1) pro rtzné hodnoty ¢ € (0°,180°). Po-
znamenejme, ze obecny piipad jednobodového mnozinového modelu Sg_ (F1, w)
w1 > 0 lze snadno prevést na tento pripad. Podle véty 4.3.1 vime, Ze se pii nu-
merickém TeSeni tlohy RNR miiZzeme omezit pouze na pfipustné systémy, které
patii do reprezentativni podmnoziny Ep_ (e77#,1). Pfipomeiime, Ze do mno-
ziny &F_(e77%¥,1) patii pravé vsechny piipustné prenosy odpovidajici hranici
kiivothelnika 7§ (e7/%,1;w), kde w > 0, w # 1 je libovolna. Odtud plyne,
Ze reprezentativni mnozina £ (e 7%, 1) je jednodimenzionélni a Ze lze tedy
snadno sestrojit koneCnou posloupnost prenosi, kterd je dostatené ,husta®
v Ep- (e77%,1). Vyznaéné prvky této posloupnosti ziejmé budou pienosy od-
povidajici vrcholiim kiivothelnika Fg_(e™7%,1;w), které jsou podle véty 5.3.1
ve tvaru

Ko

Viraom &) = Gy

(7.9)

kde K¢ > 0,71 > 0 a uspofaddana dvojice (n1, m) probihad v pfipadé ¢ € (0°,90°)
posloupnost
(n,0),(n—1,0),...,(1,0) (7.10)

a v piipadé ¢ € (90°,180°) posloupnost
(n,0),(n—1,0),...,(2,0),(1,1),(n —1,1). (7.11)

Vlastni numerické feseni prislusnych tloh RNR budeme hledat pomoci algo-
ritmu, ktery se podoba prototypovému algoritmu popsanému v kap. 4. Jeho
detailni popis z divodu stru¢nosti neuvadime.

7.4.1 Pripad PI regulatoru

Uvazujme tlohu RNR, kde pripustny regulator je PI regulator s pfenosem

T15> (7.12)

G(s) = K (1+
a parametry K > 0,T; > 0, mnoZina pfipustnych pienost je Sg_ (e77%®,1), poza-
dovana bezpecnost ve stabilité je zadana ndvrhovym parametrem M a kritérium
optimality je dané vztahem (4.3). Na takto definovanou tlohu se budeme déle
odkazovat pomoci trojice (PI;Sf_ (e79%#,1); M).

Uvazujme tlohu (PI;82% (e77%,1);1,6) pro ¢ € (0°,180°). Numerickym Fe-
Senim této ulohy ziskame zavislosti K7, T, robustné optimalniho PI regulatoru
na fazovém zpozdéni ¢ zobrazené na obr. 7.7.

Nyni budeme podrobné zkoumat vlastnosti obdrzeného feseni.
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Obrézek 7.7: Reseni tilohy (PI;S2% (e77%,1);1,6) pro ¢ € (0°,180°)

Aktivni extremalni prenosy

Pro ¢ € (0°,76°) nastava dotyk mezi M—kruznici a frekvenénimi charakteristi-
kami oteviené smycky pouze pro jediny extremdlni pfenos F(s) = V(z0,0)(5),
kde Vin, m)(s) je ve tvaru (7.9). V intervalu ¢ € (76°,90°) se M-kruznice
dotykaji kompenzované frekvenéni charakteristiky dvou extremalnich prenost
Vi20,0)(5) @ V(1,0)(s). Podobné pro ¢ € (90°,140°) jsou aktivni extremalni
pienosy ve tvaru V(z9,0)(s) a V(1,1)(s) a kone¢né pro ¢ € (140°,180°) je aktivni
pouze jeden extremdlni pienos ve tvaru V(;1)(s). V daném piipadé tedy
hraji aktivni roli pouze tii extremdlni pfenosy V(20,0)(5), Vi1,0(5) a V(1,1)(5).
Tento fakt potvrzuje obr. 7.8, na kterém jsou zobrazeny kompenzované
frekvenc¢ni charakteristiky vSech extremalnich pfenost ve tvaru (7.9) po fadé
pro ¢ = 40°,50°,...,150°.

Rozptyl M-indexu

Pro dané ¢ € (0°,180°) vede robustné optimélni PI reguldtor na uzavienou
smycku, jejiz M-index probihd v zévislosti na F(s) € Sz° (e 7¥,1) interval
(Myin (9); 1,6). Zéavislost M (¢) je zobrazena na obr. 7.7. Nejvyssi hodnota
Mnin(p) je dosazena pro ¢ = T76°. Pro toto fazové zpoZzdéni je tedy dosazen

vvvvv

M min () nastéava pro ¢ = 140°. Je-li ¢ > 140°, potom M,,n (@) rychle klesd
k1.

Kvalita rizeni

Uvazujme libovolny systém F(s) ve tvaru

F(s) = — (7.13)



1 ¢=40° 1 6=50° 1 9=60°
0 0 0

-1 -1 -1

25 -2 0 25 -2 0 25 -2 0
1 6=70° 1 $=80° 1 6=90°
0 0 0

1 -1 -1

23 2 0 25 2 0 23 2 0
1 =100° 1 6=110° 1 =120°
0 0 0

1 -1 -1

25 -2 0 23 -2 0 25 -2 0
1 $=130° 1 0=140° 1 0=150°
0 0 0

-1 -1 -1

-2 -2

-2
-4 -2 0 -4 -2 0 -4 -2 0

Obrazek 7.8: Kompenzované frekvencni charakteristiky extremalnich pfenost (7.9)
pro ¢ = 40°,50°,...,150°.

kde Ky > 0 a p(s) je polynom s redlnymi nezdpornymi koeficienty stupné maxi-
mélné n, jehoz vSechny kofeny lezi v intervalu (—oo, 0). Pfedpokladejme déle,
Ze plati

arg F(jw,)
[F(jwy)l

@
T, (7.14)

potom je ziejmé prenos
1 —
F(s) = —F(wys)
T
prvkem nami uvazované mnoziny piipustnjch systémit Sp_ (e77%,1). Zname-li
tedy jeden bod frekvenéni charakteristiky F(jw) odpovidajici fazovému zpoz-
déni ¢, potom miizeme ziejmé urcit parametry K;, TZP robustné optiméalniho PI
regulatoru pro mnozinovy model Sf_ (ry,e 9%, w,) pomoci vztaht (méiitkovani
v zesileni a ¢asu)
* *
LR

@ ip )
We

K (7.15)
Ty
kde K7 a T}, jsou parametry robustné optimalniho PI reguldtoru pro mnozinovy

model Sp_(e77%,1).

113



VysSetfujme nyni pro nas konkrétni pripad n = 20; M = 1, 6 kvalitu fizeni

—%
k%
T. B Twnp

T oa _“ip

® KO?‘P - KOK;W(p

(7.16)

odpovidajici uzaviené smycce s Fizenym systémem (7.13) a PI reguldtorem s pa-
rametry (7.15). Na obr.7.9 jsou zobrazeny pribéhy pfevracené hodnoty funkci
1, pro testovaci systémy

1
§)=-——""+—, n=3,4,...,20 7.17
)= 5117 (717)
v intervalu ¢ € (0°,180°). Z obréazku je patrné, Ze vSechny tyto funkce maji
globélni extrém v blizkosti ¢ = 76°. Tento fakt lze interpretovat nasledovneé:
Mtizeme-li si vybrat pouze jediny bod, feknéme Fi, w1, z frekvenéni charakte-
ristiky kteréhokoliv systému (7.17) a poté z ného urcit robustné optimalni PI
reguldtor pro mnozinovy model Séo, (e77¢,1) andvrhovy parametr M = 1,6, po-
tom nejvyssi kvalitu fizeni (7.16) (pro pfislusny systém (7.17)) obdrzime tehdy,
jestlize arg F; ma hodnotu blizkou —76°. V§imnéme si vsak, ze prubéh funkce %
@
je v nasem pripadé relativné plochy a podstatny pokles nastava az pro ¢ > 120°.

0.7

0
0ok =78 9=120°

0.5

0.2

0.1

o ' o

2 2

: ;
~  x o= = =
0 Y7 z
oL &
3

0 20 40 60 80 100 120 140 160
o7

Obrézek 7.9: Pribéhy funkei < pro systémy (7.17)).

Iy

Uvazujme nyni piipad
— 1
F(s)= ——

a provedme navrh robustné optimdalniho PI reguldtoru na zdkladé zna-
losti jediného bodu frekvenéni charakteristiky F(jwcp), pro ktery plati
(7.14). Pfesnéji, fesme tlohu RNR danou trojici (PLS2° (F(jwy),wy);1,6)
pro ¢ = 40°,50°,...,150°. Kvalitu fizeni budeme posuzovat podle odezvy
uzaviené smycky na jednotkovy skok v poruSe pusobici na vstup rizeného
systému. Na obr. 7.10 jsou zobrazeny tyto odezvy pro vSechny extremalni
pfenosy ve tvaru (7.9) mnozinového modelu S2° (F(jw,),w,). Na kazdém

(7.18)
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podobrazku pro dané ¢ je navic zobrazena odezva uzaviené smycky, kterou
tvofi systém (7.18) s optimalnim reguldtorem (ve smyslu kap. 3) navrZzenym
speciadlné pro tento systém. Tuto odezvu pozname podle Sipky v prvém a
poslednim podobrazku. To nam umoznuje posoudit rozdil mezi kvalitou fizeni
dosazenou regulatorem navrzenym na zakladé uplné informace o Tizeném
systému a regulatorem navrzenym pouze na zakladé jednoho bodu frekvenéni
charakteristiky. Z obr. 7.10 je patrné, ze tento rozdil je v nasem piipadé
pro ¢ < 90° zanedbatelny a pro ¢ < 120° nepfili§ vyrazny. Teprve pro ¢ > 140°
je kvalita Fizeni robustné optimalniho regulatoru nevyhovujici. Poznamenejme,
7e podobny zavér lze provést i pro viechny prenosy F(s) ve tvaru (7.17).

-0.5 -0.5 -0.5
0 20 40 0 20 40 0 20 40
1 $=100° 1 0=110° 1 $=120°
0.5 0.5 0.5
0 0 0
-0.5 -0.5
0 20 40 0 20 40
1 ¢=130° 1 ¢=140°
0.5 0.5
0 0
-0.5 -0.5
0 20 40 0 20 40

Obrézek 7.10:  Odezvy na jednotkovy skok v poruse pro tlohu
(PI;S2° (F(jw,),wy); 1,6), kde F(s) je dany vatahem (7.18).

Modifikace ZNF metody pro PI regulator

V tab. 7.3 jsou shrnuty vysledky obdrzené numerickym fesenim nékterych iloh
(PI; 8% (e=9%,1); M) pro vybrané hodnoty ¢ € (0°,180°) je uzito nasledujici
oznadeni : ¢1, @2 jsou po Fadé zacatek a konec (ve stupnich) intervalu, ve kterém
jsou aktivni alespoil dva extremélni pienosy (mimo tento interval je to pouze
jeden), K, T3,1 = 1,2 jsou parametry PI reguldtoru ziskané feSenim ulohy
(PL; Sg-(e77%,1); M) pro ¢ = ¢1.

Pouziti tab. 7.3 pro urceni robustné optimalniho PI reguldtoru ukazeme
na prikladu. Predpokladejme, Ze Tizeny systém lze popsat nékterym prenosem
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M=12

n | ¢ Ky T3 P2 Ky Ti

5 | 66 | 0,5933 | 0,6449 | 127 | 0,7465 | 9,2628
20 | 59 | 0,3749 | 0,4175 | 131 | 0,5986 | 10,4724
100 | 58 | 0,3366 | 0,3799 | 132 | 0,5552 | 10,6302
M=1,6
5 | 84 0,6039 | 0,7437 | 137 | 0,7729 | 6,1129
20 | 76 | 0,3938 | 0,4879 | 140 | 0,6555 | 6,7935
100 | 74 | 0,3457 | 0,4296 | 141 | 0,6194 | 7,040
M =20
5 |96 | 0,6126 | 0,8157 | 144 | 0,7961 | 6,0983
20 | 84 | 0,3991 | 0,4975 | 146 | 0,7011 | 6,5494
100 | 82 | 0,3583 | 0,4466 | 147 | 0,6593 | 6,8224

Tabulka 7.3: Modifikovana ZNF metoda pro PI regulator

z mnoziny apriorné piipustnych pienost Sy_, kde n = 20. Déle pfedpokléddejme,
ze jsme identifika¢nim experimentem ziskali jeden bod F7,w; frekvencni charak-
teristiky rizeného systému, ktery odpovida fazovému zpozdéni ¢ = 76°. Nyni
mizeme urcit robustné optimélni PI regulator pro ndvrhovy parametr M = 1,6
pomoci vztaht (7.15)

*

10,3938 10,4879
| 1] ‘ wr

*

Je-li pro vypocet PI regulatoru pouzit bod frekvencni charakteristiky s fazo-
vym zpozdénim ¢g € (¢1, p2), potom mame zaruceny rozumny vysledek. Nej-
lepsi PI regulator vsak obdrzime pfiblizné pro ¢g = 1. Bohuzel odhad bodu
s fazovym zpozdénim ¢, vyzaduje ziejmé delsi identifikaéni experiment néz
odhad bodu pro ¢s.

Poznamenejme, Ze feSenim tloh (PI; Sﬂ’g,’l(e*j“’, 1); M) pro ¢ € (90°,180°)
Ize podobné nalézt spolehlivou modifikaci ZNF metody urcenou specidlné
pro astatické systémy.

7.4.2 Pripad PID regulatoru

Uvazujme tlohu RNR, kde pripustny regulator je PID regulator s pfenosem

Gs) = K (1+ 1, fas ) (7.19)

T;s %s—&—l

a parametry K > 0,7; > 0,74 > 0, N € (3;20), mnozina pfipustnych pfenosii
je Sg- (e77%,1), pozadovand bezpeénost ve stabilité je zadand ndvrhovym para-
metrem M a kritérium optimality je dané vztahem (4.3). Na takto definovanou
tlohu se budeme podobné jako v pfedchozim ptfipadé odkazovat pomoci ¢tverice
(PID;Sg_(e7%,1); M; N). Upfesnéme, Ze feSenim této tlohy jsou parametry
K, T; aT,; robustné optimalniho PID regulétoru. Parametr N mé dopfedu danou
hodnotu a miize byt chdpan jako dalsi ndvrhovy parametr. (Poznamenejme, ze
hodnota NN se obvykle voli podle velikosti vysokofrekven¢niho Sumu obsazeného
v regulované veli¢ing.)
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Nyni budeme podrobné zkoumat wlohu (PID;S82%(e77%,1);1,6;10)
pro ¢ € (0°,180°). Budeme pii tom postupovat zcela analogicky k pifipadu
PI regulatoru, a z tohoto divodu se omezime na pouhé uvedeni prislusnych vy-
sledkil. Numerickym fesenim této tilohy ziskame zavislosti K3, 17, Tjw robustné
optimélniho PID regulatoru na fazovém zpozdéni ¢ zobrazené na obr.7.11. Ob-
drzené Teseni ma nésledujici vlastnosti:

Aktivni extremalni pfenosy

V intervalu ¢ € (0°,85°) je aktivni pouze extremalni pienos V(9,0)(s) ve tvaru
(7.9). V intervalu ¢ € (85°,90°) jsou to dva extremalni pfenosy V(20,0)(s) a
V(1,0)(8) ve tvaru (7.9) a konecné v intervalu ¢ € (90°,180°) jsou téz dva extre-
mélni pfenosy V(20,0)(s) a V(1,1)(s) ve tvaru (7.9). Tyto skutecnosti potvrzuje
obr. 7.12; na kterém jsou zobrazeny kompenzované frekvencni charakteristiky
vSech extremaélnich pfenost ve tvaru (7.9) po fadé pro ¢ = 40°,50°,...,150°.

Rozptyl M—indexu

Minimélni rozptyl M—indexu nastéva pro ¢ = 85°. Funkce M, () je rostouci
na intervalu ¢ € (0°,82°) a nerostouci na intervalu ¢ € (85°,180°).

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

Obréazek 7.11: Reseni tlohy (PI1D;S2% (779, 1);1,6;10) pro ¢ € (0°,180°)

Kvalita rizeni

Prubéhy funkeci i, kde I, je dané vztahem (7.16), pro pienosy (7.17) jsou
zobrazeny na obr. 7.13. Na obr. 7.14 jsou zobrazeny odezvy na skok v poruse
uzaviené smycky s robustné optimalnim PID regulatorem pro vSechny extre-

maln{ pienosy ve tvaru (7.9) mnozinového modelu S2° (F(jw,),w,), kde F(s)
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1 0=40° 1 ¢=50° 1 9=60°
0 0 0
-1 -1 -1
-2 -2 -2
-4 -2 0 2 -4 -2 0 2 -4 -2 0 2
1 ¢=70° 1 $=80° 1 6=90°
0 0 0
-1 -1 -1
-2 -2 -2
-4 -2 0 2 -4 -2 0 2 -4 -2 0 2
1 9=100° 1 0=110° 1 0=120°
0 0 0
-1 -1 -1
-2 -2 -2
-4 -2 0 2 -4 -2 0 2 -4 -2 0 2
9=130° 1 9=140° 1 0=150°
0 0 0
-1 -1 -1
-2 -2 -2
-4 -2 0 2 -4 -2 0 2 -4 -2 0 2
1 0=160° 1 ¢=170° 1 ¢=180°
0 0 0
-1 -1 -1
-2 -2 -2
-4 -2 0 2 -4 -2 0 2 -4 -2 0 2

Obrazek 7.12: Kompenzované frekvenéni charakteristiky extremalnich pfenost (7.9)
pro ¢ = 40°,50°,...,180°

je pfenos (7.18). Na kazdém podobrizku pro dané ¢ je navic zobrazena ode-
zva uzaviené smycky, kterou tvofi systém (7.18) s optimalnim PID reguldtorem
ve smyslu kap. 3. Tuto odezvu pozname podle Sipky v prvém a poslednim po-
dobrazku. Vsimnéme si, ze az do pfiblizné ¢ = 130° je tvar odezvy celkem
prijatelny. Nejlepsi odezva je vSak zfejmé dosaZena pro nékteré ¢ € (80°,90°).

Modifikace ZNF metody pro PID regulator

V tab. 7.4 jsou shrnuty vysledky obdrzené numerickym Fesenim nékterych tloh
(PID;8p (e7%,1); M;10) pro vybrané hodnoty ¢ € (0°,180°). Je uzito né-
sledujiciho oznadeni: ¢1 je pocateéni bod intervalu (p1,180°), ve kterém jsou
aktivni alesponl dva extremalni pfenosy (pfipometime, ze v bodé ¢ = ¢1 je dosa-
Zen nejmensi rozptyl M—indexu). Bod s je vybran subjektivné pokud mozno co
nejvétsi, tak aby prislusné odezvy na poruchu byly jesté vyhovujici. Parametry
PID regulétoru ziskané feSenim tlohy (PID;Sg_(e™9%,1); M;N), pro ¢ = ¢,
jsou oznaceny K/, 17, Ty, l=1,2.

Zname-li jeden bod Fj,w; frekvencni charakteristiky odpovidajici fazovému
zpozdéni ¢;,l = 1,2, potom mizeme urcit parametry robustné optiméalniho
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Obrézek 7.13: Prabshy funkei -~ pro systémy (7.17) a dlohy
(PID;S2 (e77%,1); 1,65 10)

1 $=40° 1 $=50° 1 0=60°
0.5 0.5 0.5
0 A 0 0
-0.5 -0.5 -0.5
0 20 40 0 20 40 0 20 40
1 9=70° 1 9=80° 1 9=90°
0.5 0.5 0.5 ﬁ
0 0 0
-0.5 -0.5 -0.5
0 20 40 0 20 40 0 20 40
1 9=100° 1 9=110° 1 9=120°
0.5 7 \ 0.5 % \ 0.5 % §
0 0 0
-0.5 -0.5 -0.5
0 20 40
1 0=130°
0.5
O% § @—

Obrazek 7.14: Odezvy na jednotkovy skok v poruse pro tulohu
(PID;S2° (e77%,1);1, 65 10).
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M=1,2

n o | Kf [ Ty | Ty [ | K5 | T [ Ty
5 78 | 1,0906 | 0,9907 | 0,2477 | 90 | 1,1060 | 2,0370 | 0,5092
20 66 | 0,5779 | 0,6078 | 0,1520 | 70 | 0,6325 | 0,7403 | 0,1851
100 66 | 0,5450 | 0,6070 | 0,1517 | 70 | 0.5850 | 0.7450 | 0,1860
M=1,6
5 116 | 1,0070 | 1,4250 | 0,3562 | 150 | 0,8752 | 2,7130 | 0,6783
20 85 | 0,6072 | 0,7213 | 0,1803 | 130 | 0,6089 | 2,2180 | 0,5544
100 85 | 0,5800 | 0,7438 | 0.1860 | 130 | 0,5268 | 2.3620 | 0.5905
M=2,0
5 136 | 0,9555 | 1,6610 | 0,4152 | 170 | 0,7819 | 3,4370 | 0,8593
20 98 | 0,6254 | 0,7908 | 0,1977 | 150 | 0,6496 | 2,4290 | 0,6074
100 98 | 0,6129 | 0,7976 | 0,1994 | 150 | 0,5810 | 2,5020 | 0,6250

Tabulka 7.4: Modifikovand ZNF metoda pro PID regulator (N = 10)

PID regulatoru pomoci vztaht

*

K _Ta

K*: . =
|F1| ¢ w1 w1

kde K}, T}, Ty jsou pifislusné hodnoty z tab. 7.4.

il

7.5 Dvoubodova metoda

Ponévadz mnozina piipustnych systémt Sg_ (F1,w1), w1 > 0 je jesté dosti ,8i-
rokd®, je vhodné snazit se ji zzit pfiddnim dalsi informace (pokud moZno ex-
perimentalné snadno zjistitelné). V naSem kontextu to znamend pfidat dalsi
bod frekvenc¢ni charakteristiky Fizeného systému. Zvolime-li druhy bod s frek-
venci vétsi nez nula, potom jsme zvysili pocet charakteristickych ¢isel popisu-
jicich fizeny systém o dvé a z kap. 5 vime, Ze mnozina pfipustnych systémi
Sp- (F1,w1; Fa,we), kde 0 < wy < wy, je v tomto piipadé jiz velmi ,tzka“.
Lépe teceno, zbytecné tzka pro sviij icel — navrh reguldtoru. Uvazujme proto
mnozinovy model Sg_ (Ko,0; Fy,ws), ktery odpovida pfipadu, kdy zname dva
body frekvencni charakteristiky s frekvencemi w; = 0 a ws > 0. Pozname-
nejme, ze v tomto pripadé je dalsi pfidany bod charakterizovany pouze jednim
islem — statickym zesilenim K. Uzitim metody méfitkovani v Gase a zesi-
leni muZeme bez omezeni obecnosti prejit na bezrozmérny mnozinovy model
Sp_(Ko,0;e79%,1), kde Ko € (1,+00) a ¢ € (0°,180°).

Nyni se zabyvejme tlohou RNR, kde pfipustny regulator je PI resp.
PID reguldtor s pfenosem (7.12) resp.(7.19) s pevné zvolenym parametrem
N, mnozina p¥ipustnych systémi je Sp_ (Ko, 0;e 7%, 1), pozadovani bezpec-
nost ve stabilité je zadand navrhovym parametrem M a kritérium optima-
lity je dané vztahem (4.3). Na takto definovanou tilohu se budeme podobné
jako difve odkazovat pomoci trojice (PI; Sg_ (Ko, 0;e79%,1); M) resp. &tvefice
(PID, S (Ko, 0;e77%,1); M; N). Abychom mohli porovnat vysledky ziskané fe-
Senim uvedenych tloh s empirickym zpfesnénim ZNF metody uvedenym v [42],
omezime se pouze na pfipad ¢ = 180°. Poznamenejme vSak, ze podle vysledkt
ptredchoziho oddilu je mnohem vhodnéjsi volit ¢ < 180°.
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7.5.1 Pripad PI regulatoru

Numerickym Fesenim tlohy (PI;SE_ (Ko, 0;e7¢,1); M) pro n = 20, ¢ = 180°,
M = 1,3 a nékolik hodnot Ky z intervalu (1,50) ziskdme tab. 7.5.

Ko 1,3 1,5 1,7 2,0 2,5 3,0
K* | 0,3032 | 0,2999 | 0,2919 | 0,2849 | 0,2688 | 0,2509
T 1,242 | 1,377 | 1,484 | 1,659 | 1,897 | 2,086
Ko 4,0 5,0 10 20 30 50
K* | 0,2231 | 0,2016 | 0,1584 | 0,1077 | 0,0802 | 0,0556
T 2,434 | 2,746 | 4,485 | 6,996 | 8,791 12,18
Tabulka 7.5: Reseni tlohy (PI;Sg-(Ko,0;e 7%,1); M) pro n = 20, ¢

M=1,3

Zévislost parametr K*,T;" robustné optimdlniho PI reguldtoru na velikosti
statického zesileni K je zobrazena na obr. 7.15. Ve stejném obrazku jsou car-
kované zobrazeny téz prubéhy parametru PI regulatoru, které navrhli Astrom
a Hagglund v [42] jako empirické zpfesnéni ZNF metody. VSimnéme si, Ze pro
Ky > 10 se pfislusné kiivky parametri znacné odlisuji.

Obrazek 7.15:
M=1,3

—— RNR PI: M=13
— — - Astrom, Hagglund : M =2
Ziegler, Nichols ®

Nyni strucné vysetiime vlastnosti ziskaného feseni.

Aktivni extremalni prenosy

Nejprve konstatujme, ze vSechny extremalni pfenosy odpovidajici vrcholtim kti-
vothelnika Fp_ (Ko,0;e77%, 1;w), w > 0,w # 1 jsou podle véty 5.4.1 ve tvaru

‘/in1,n2)(s) = (

Ko
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kde 0 < 71 < 7o a uspofddand dvojice (ni,n2) probihd jistou kone¢nou po-
sloupnost. Aktivni roli v ndmi uvazované tloze vSak hraji v zavislosti na Ky
pouze extremdlni pfenosy (7.20) odpovidajici nésledujicim uspofddanym dvoji-
cim (n1,n9):

Ko=1,3: (19,1)
Ko=1,5: (19,1),(18,2)
Ko=1,7;...;5: (18,2),(17,3) (7.21)

Ko=10;20: (1,2),(18,2)
Ko=50: (1,2),(19,1)

Tuto skuteCnost lze s vyhodou vyuzit pii feseni ulohy pro mnozinovy mo-
del Sg-(Kp,0;e77%,1) odpovidajici pfipadu n — oo. Extremdalni pfenosy
Vin—k,k)(8), k=1,2,3 prechazeji totiz do tvaru

Koe—Ds

T (7.22)

Vioo,k) (8) = lim Vg 1y (s) =
n—oo
V této souvislosti se jesté vSimnéme, ze cCasto uzivany navrh PI reguldtoru
na zékladé nominalniho modelu (7.22) pro k = 1 je spravny podle (7.21) pouze
pro systémy s dominantnim dopravnim zpozdénim. V ostatnich pfipadech je
nutné pouzit dva vhodné ,reprezentativni“ modely z nasledujicich tvari

KoeiDS K()eiDS KoeiDS K()
(rs+1)" (rs+1)27 (1s+1)3" (ms+1)" (1o + 1)m2’

kde D,7>0a0< 71 < 7s.

Porovnani s Astromovou — Hagglundovou metodou

Na obr. 7.16 jsou zobrazeny vsSechny kompenzované pienosy odpovidajici vr-
choltim kiivouhelnika Fg_ (Ko, 0; e~ 9% 1;w), Ko = 50 pro robustné optimalni
PI regulator obr. 7.16a a PI regulator navrzeny Astromovou — Hagglundovou
metodou obr. 7.16b. Odtud je patrné, ze Astromova — Hagglundova metoda
vede pro nékteré pripustné systémy na nepiijatelné vysoky M-index uzaviené
smycky.

7.5.2 Pripad PID regulatoru

Numerickym fefenim tlohy (PID;Sy_(Ko,0;e79%,1); M;N) pro n = 20,
© =180°, M = 1,3, N = 10 a nékolik hodnot Ky z intervalu (1, 50)) ziskdme
tab. 7.6.

Zavislost parametri K*,T;, T} robustné optimalniho PID reguldtoru na veli-
kosti statického zesileni K je zobrazena na obr.7.17. Ve stejném obrazku jsou
¢arkované zobrazeny téz priibéhy parametrt PID regulatoru, které pro tento
pripad navrhli Astrom a Hagglund v [42] jako empirické zpfesnéni ZNF metody.
Vsimnéme si, ze pro Ky > 10 se prislusné kiivky parametri zna¢né odlisuji.
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051 051

Astrom,Hagglund
K=0,135
T.=5,18

-1.5
-2

05 -2 -1.5 -1 -0.5 0 05

(a) robustné optimalni reguldtor (b) Astrom a Hagglund [42]

Obrazek 7.16: Kompenzované frekvenéni charakteristiky extremalnich p¥enosi (7.20)
pro Ko = 50 PI reguldtorem

Ko | 1,3 15 1,7 2,0 2,5 3,0

K* || 0,4663 | 0,4703 | 0,4737 | 0,4776 | 0,4784 | 0.4855
T || 1,608 | 1,749 | 1,886 | 2,075 | 2,336 | 2,601
T; || 0,4245 | 0,4373 | 0,4715 | 0,5187 | 0,5840 | 0.6503

Ky 4,0 5,0 10 20 30 50

K* | 0,4914 | 0,5051 | 0,4797 | 0,4200 | 0,3816 | 0,3374
Tr 3,034 | 3,427 | 4,280 | 5,155 | 5,811 | 6,730
7 || 0,7585 | 0,8567 | 1,070 | 1,289 | 1,453 | 1,682

Tabulka 7.6: Reseni alohy (PID;Sy_ (Ko,0;e 7%,1); M;N) pro n =20, ¢ = 180°,
M=1,3, N=10

Aktivni extremalni prenosy

V nami uvazované tloze jsou pro libovolné K aktivni vzdy pouze dva extre-
malni pfenosy ve tvaru (7.20), které odpovidajici uspofadanym dvojicim (n1,n2)
ve tvaru (1,k) a (n — k, k), kde k = 1,2,3,4. Zd4 se dokonce, Ze tato tvrzeni
reguldtoru staci uvazovat pouze k = 1,2,3.) Poznamenejme, ze platnost této
hypotézy by déale podstatnym zptisobem zjednodusSila numerické feseni tlohy
RNR pro piipad PI a PID reguléatoru.

Porovnani s Astromovou — Hagglundovou metodou

Na obr. 7.18 jsou zobrazeny vSechny kompenzované prenosy odpovidajici vrcho-
lim kiivothelnika Ff_ (Ko, 0;e77%,1;w), Ko = 50 pro robustné optimalni PID
reguldtor obr. 7.18a a PID regulator navrzeny Astrémovou — Hagglundovou me-
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—— RNR PID: M=1,3
— — Astrom, Hagglund : M_=2
120 Ziegler, Nichols s

Obrézek 7.17: Reseni tlohy (PI1D;Sy— (Ko,0;e 7%, 1); M, N) pro n = 20, ¢ = 180°,
M=1,3, N=10

todou obr. 7.18b. Odtud je patrné, ze Astréomova — Hagglundova metoda vede
pro nékteré pripustné systémy na prili§ kmitavou uzavienou smycku.

K =50 K0=50

M=2.13

051 051

Astrom, Hagglund:

K '=0,698;
Ti=361;
Td=0,917;
15 : 15 : ; N =100
-2 -1.5 05 -2 -1.5 -1 -0.5 0 05
(a) robustné optimalni regulator (b) Astrém a Hagglund [42]

Obrézek 7.18: Kompenzované frekvenéni charakteristiky extremalnich pfenosii (7.20)
pro Ko = 50 PID regulatorem
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Kapitola 8
Zaveér

Prace se zabyva novym (interpolacnim) pfistupem k névrhu robustnich
regulatori, ktery je motivovan populdrnimi inzenyrskymi metodami sefizovani
jednoduchych priumyslovych regulatori. Tento pfistup vychazi z dobfe znamé
skuteénosti, Ze v redlném experimentu miZeme ziskat bud vétsi podet parame-
modelu) s vétsi presnosti. Uvedeny pFistup dava stejné jako inzenyrské metody
prednost odhadu co moznd nejmensiho poctu tzv. charakteristickych cisel
procesu, ktera reprezentuji minimalni informaci nutnou pro navrh vyhovujiciho
reguldtoru daného typu. Od inZenyrskych metod se vSak zasadné odliSuje
tim, Ze empirické poznatky nahrazuje FeSenim exaktné formulované ulohy
robustniho navrhu regulatoru pro mnozinovy model procesu, ktery je definovan
jako mnozina apriorné pripustnych systémut s danymi charakteristickymi ¢isly.
Timto zplusobem lze nalézt modifikované verze inzenyrskych metod, které si
ponechéavaji svoji jednoduchost, avSsak jsou jiz teoreticky podlozené a maji
presné vymezeny okruh aplikovatelnosti. Novy pfistup byl v této praci pouzit
k podrobné analyze a revizi znamé ZNF metody, ktera je velmi ¢asto uzivana
v soucasnych PID — autotunerech. Obdrzené vysledky lze stru¢né shrnout
nésledovne:

1. Bylo ukazano, ze puivodni ZNF metoda je velmi nespolehliva a mize dokonce
vést 1 v pfipadé rozumnych systému na nestabilni uzavienou smycku.

2. Byla nalezena nova, za danych predpokladii nikdy neselhavajici modifikace
ZNF metody, kterd stejné jako puvodni metoda vychazi ze znalosti pouze
jednoho bodu frekvenéni charakteristiky Fizeného systému (tedy ze dvou
charakteristickych ¢isel). Fazové zpozdéni tohoto chytie vybraného bodu je
vSak na rozdil od ZNF metody podstatné mensi nez 180°, a navic silné zavisi na
navrhovaném typu regulatoru a pozadavku na bezpecnost ve stabilité uzaviené
smycky. Odtud plyne, ze v identifika¢nim experimentu musi byt odhadnut bod
s pravé pozadovanym fazovym zpozdénim. To lze naptiklad provést reléovym
experimentem, kde je do smycky zarfazen vhodny ,fazovaci“ filtr nebo je uzit
reléovy regulator s ,adaptivni“ hysterézi. Poznamenejme, Ze naznacenym zpu-
sobem navrzeny autotuner byl jiz Gspésné ovéren v prumyslovych podminkach.

3. Exaktnim zptsobem bylo nalezeno zobecnéni ZNF metody vychazejici ze
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znalosti dvou bodu frekvencéni chrakteristiky fizeného systému. Konkrétné
je zde Tesen pouze pripad, kdy znalost kritického bodu je doplnéna znalosti
statického zesileni procesu (tedy pfipad t¥i charakteristickych éisel), avsak zde
rozvinuty matematicky aparat umoznuje stejné snadno fesit i obecny pripad.
Uvedené zobecnéni, které je mozné téz povazovat za zpresnéni empirickych
vysledkt uvedenych v [41] a [28], je vhodné pro pfesnéjsi autotunery. Pozname-
nejme vsSak, ze odhad statického zesileni vyzaduje ¢asové podstatné narocnéjsi
experiment.

Vysledky uvedené v této praci lze zobecnit v nékolika smérech. Uvedme
alespon dva z nich:

1. Rozsireni tridy apriorné pripustnych systému. Zda se, ze naptiklad velké
komplikace nezpusobi, pripustime-li prenosy s jednou nulou a redlnymi sta-
bilnimi pdly. Pfijatelné pravdépodobné budou i prenosy vzniklé sériovym
fazenim integra¢nich ¢lankt a stabilnich prenost prvniho fadu. Podstatné
komplexni roviny (viz kap. 3), nebot potom jsou extreméalni pfenosy zavislé na
frekvenci.

2. Uziti jinych charakteristickych cisel procesu. Lze napiiklad ukéazat, ze je
mozné vybudovat analogickou teorii mnoZzinového modelu v c¢asové oblasti,
kdy charakteristickd ¢isla jsou jednotlivé body prechodové charakteristiky.
Charakterizace pfislusné reprezentativni podmnoziny za stejnych apriornich

vvvvv

uvedeném frekvenénim pripadé.

Hlavni cil projektu, kterého je tato prace soucasti, je realizace spolehlivého
autotuneru pro vSechny typy standardnich primyslovych regulatort.
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