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1 Uvod

Rozmisténi polt uzavieného systému v libovolné predem zadané body kom-
plexni roviny a riuzna zobecnéni a modifikace této ulohy tvori intenzivné
se rozvijejici pfedmét teorie automatického fizeni nazyvany casto moddlni
Tizent. Vyskyt terminu “modalni fizeni” je mozno objasnit tim, Ze pdlim
odpovidaji pfislusné vlastni volné pohyby systému, které se casto nazyvaji
mody.

Uloha modalniho ¥{zeni je ¢asto povazovana za viibec zakladni problém
teorie linedrnich systémt. V té ¢i oné podobé se skutecéné vyskytovala a
vyskytuje témér ve vSech algoritmech syntézy fidicich systémii. Pro jeji tésny
vztah s fyzikdlné ndzornymi pojmy jako vlastni frekvence, ¢asova konstanta,
tlumeni, rychlost odezvy a podobné je velmi popularni v praxi. Modalni
fizeni mtZeme chéapat jako dalekosdhlé zobecnéni techniky geometrického
mista kofenti.

Pres velky pocet praci o modélnim fizeni zistédvaji mnohé problémy
otevrené a nejsou k dispozici ani skute¢né spolehlivé a univerzalni numerické
algoritmy poskytujici iplna feseni prislusnych modélnich uloh.

V této praci budeme predpokladat, ze zkoumany systém je popsan sta-
vovym modelem

z(t) = Ax(t) + Buf(t) (1.1)
y(t) = Cu(t)

kde x znaci @(t) pro spojity systém a x(t+ 1) pro diskrétni systém, =(t) je n-
rozmérny stavovy vektor, u(t) je m-rozmérny stavovy vektor fizeni a A, B,C
jsou konstantni realné matice prislusnych rozmeéri. Systém popsany rovnici
(1.1) budeme zkracené oznacovat dvojici (4, B), podobné trojice (C, A, B)
bude oznacovat systém dany rovnicemi (1.1) a (1.2).

Pod tlohou modaélniho Fizeni systému (C, A, B) budeme v této praci
rozumeét prifazeni spektralnich vlastnosti matici dynamiky uzavieného sys-
tému pomoci stavové zpétné vazby u(t) = Fx(t) anebo pomoci vystupni
zpétné vazby u(t) = Ky(t). Budeme rozliSovat uplné a ¢asteéné prifazeni.
Pod aplnym ptifazenim budeme rozumét piifazeni zvolené Jordanovy ka-
nonické formy matici dynamiky uzavieného systému, pod ¢aste¢nym prira-
zenim budeme rozumét téz prifazeni zvolené Jordanovy formy, avsak pouze
pro néktery invariantni podprostor matice dynamiky uzavieného systému.
Poznamenejme, ze takto formulovana tloha je dostatecné obecna a zahrnuje
vSechny standardni lohy modalniho fizeni véetné modalniho fizeni pomoci
dynamické zpétné vazby. Diive néz pristoupime k podrobnéjsimu vysvétleni
cilii této prace, provedme si kratkou historickou exkurzi. (Podrobny ptehled
praci o modélnim Fizeni je uveden v [1]).

Jednou z prvnich aplikaci metody stavového prostoru bylo pravé uziti
stavové zpétné vazby k premisténi vlastnich c¢isel matice dynamiky linear-



niho systému. Bertram [2], (1959) byl pravdépodobné prvni, ktery si uvédo-
mil, Ze jestlize je systém s jednim vstupem 7riditelny, potom lze dosdhnout
libovolného rozmisténi péli systému pomoci stavové zpétné vazby. Uplny
dikaz tohoto tvrzeni podal v malo znamém c¢lanku Rissanen [3], (1960).
Obdobny vysledek pro systémy s vice vstupy dokézali nezavisle Popov [4],
(1964), Luenberger [5], (1966) a Wonham [6], (1967). Priblizné v této dobé
nastal také velky pokrok v teorii kanonickych forem [7], [8]. Objevily se také
jednoduché explicitni vztahy pro vypocet stavové zpétné vazby realizujici
dané rozmisténi pdld, viz. napiiklad [9], [10].

Pomoci téchto vysledkli je mozné libovolné ptifazeni poli pro vicerozmeé-
rové systémy i v ptipadé, kdy neni k dispozici cely stav systému. V takovéto
situaci se zdélo, Ze problém modélniho Fizeni je zcela vyiesen !. Podobné
avahy vsak nebyly opodstatnéné prinejmensim z nasledujicich divodi:

1. Existenc¢ni teorie se omezovala vyhradné na prifazeni pdli tj. cha-
rakteristického polynomu a opomijela pfifazeni hlubsich spektralnich
vlastnosti takovych, jako jsou invariantni polynomy, vlastni a zobec-
néné vlastni vektory atd.

2. Témér uplné nefesené zustaly problémy pfifazeni pdld pomoci vy-
stupni (tj. netplné) zpétné vazby, pomoci vystupni dynamické zpétné
vazby kompenzatorového typu a pomoci zpétné vazby s omezenim
na strukturu nenulovych prvka (tj. napfiklad decentralizovana zpétna
vazba). Poznamenejme, Ze jsou to pfipady zvlasté dulezité pro prak-
tické uziti.

3. Pravdépodobné hlavnim nedostatkem vsak bylo omezeni na pfipad
jednotkové hodnosti zpétnovazebni matice. Tento omezujici predpo-
klad byl zavadén ze dvou duvodui. Za prvé existencni dikazy konstru-
ovaly prislusnou zpétnou vazbu tak, Ze nejprve prevedly systém s vice
vstupy na Fiditelny systém s jednim vstupem a pro ten pak fesily ilohu
prirazeni polia. Za druhé, pri jednotkové hodnosti zpétné vazby je pri-
slusnd tloha lineadrni a mé jediné feseni. Bez tohoto pfedpokladu jde
obecné o nelinearni tlohu s nekoneéné mnoha fesenimi.

Tyto nefesené, pro praxi velmi diilezité problémy, vyvolaly velkou explozi
publikaci v sedmdesatych letech trvajici vSak i v soucasné dobé. Uvedme
tfi velice Casto citované prace, které se objevily na jejim samém pocatku.
Rosenbrock [11], (1970) nalezl nutnou a postacujici podminku pro pfifazeni
invariantnich polynomii pomoci stavové zpétné vazby. Tato podminka ma
formu soustavy nerovnosti, v niz vystupuji indexy Fiditelnosti systému a
stupné prirazovanych invariantnich polynomd.

Poznamenejme, Ze pfitazeni invariantnich polynom je ekvivalentni s pti-
fazenim Jordanovy kanonické formy. Brash a Person [12], (1970) ukézali, Ze

17Zde méme na mysli pfipad koneénérozmérnych systémal.



pro fiditelny a pozorovatelny systém existuje dynamicky kompenzator piitfa-
zujici libovolnym zptsobem vSechny pdly uzavieného systému, pficemz rad
tohoto kompenzatoru nemusi byt vétsi nez min (u — 1,v — 1), kde p a v
jsou po fadé index riditelnosti a index pozorovatelnosti systému. Davidson
[13], (1970) dokézal, ze pro Fiditelny a pozorovatelny systém s p linedrné
nezavislymi skalarnimi vystupy existuje vystupni zpétna vazba prirazujici
s libovolnou presnosti p libovolné zvolenych pdli uzavieného systému.

V nedévné dobé bylo dosazeno mnoho dalsich pozoruhodnych vysledki.
sahu néasledujicich kapitol. Moore [14], (1976) a Klein a Moore [15], (1977)
zkoumali problém soucasného pfifazeni pdlu (vlastnich ¢isel) a vlastnich
vektort (popfipadé zobecnénych vlastnich vektori). Ukdzali, ze mé-li tato
uloha feSeni, potom existuje pravé jedno feseni. Tedy volnost ve vybéru
stavové zpétné vazby prirazujici dané pdly spociva ve volnosti vybéru vlast-
nich vektort. Bohuzel tyto vektory nelze volit libovolné, ale pouze z urcitych
podprostorti matice dynamiky uzavieného systému. V citovanych ¢lancich
je uveden zpusob, jak parametrizovat vybér vlastnich vektoru (a tedy tim
i vybér pfislusné zpétné vazby) pomoci r parametrti, kde r = mn je po-
¢et vSech prvkl zpétnovazebni matice. Tato parametrizace vSak obsahuje
na prvni pohled zbytecné velky pocet navrhovych parametrt, nebot podet
stupnit volnosti ve vybéru zpétnovazebni matice je zfejmé podstatné mensi
nez r. Presto je tato parametrizace casto vyuzivana, pozaduje-li se kromé
prifazeni pdll splnéni dalsich pozadavkl na uzavieny systém, naptiklad op-
timalita vzhledem k nékterému funkcionalu, robustnost uzavieného systému
vzhledem k stabilité, tvar pfechodovych charakteristik, eliminace poruchy
atd. V této souvislosti upozornime z velkého poctu praci alespoi na [16].

Jiny problém modéalniho fizeni, ve kterém doslo v posledni dobé ke znac-

nému pokroku, je pfifazeni pdéld pomoci vystupni zpétné vazby. Uvazujme
fiditelny a pozorovatelny systém n-tého rfadu s m vstupy a p vystupy, po-
tom zpétna vazba od vystupu je reprezentovana mp zesilenimi. Odtud plyne,
ze mp > n je nutnd podminka pro libovolné rozmisténi vSech n pdlid uza-
vieného systému. Bohuzel tato podminka neni postacujici. Napiiklad pro
“velmi mnoho” systému 4. radu s dvéma vstupy a dvéma vystupy neexistuje
feSeni problému libovolného pfifazeni péld pomoci redlné vystupni zpétné
vazby [17], (1978).
Kimura [18], (1975) vSak ukazal, Ze jestlize m +p—1 > n, tj. jestlize soucet
poctu vstupl a vystupt je vétsi nez rad systému, potom existuje vystupni
zpétné vazba prifazujici s libovolnou presnosti vSech n pdlt uzavieného sys-
tému. Podobné vysledky byly nezavisle odvozeny téz v [19], [20].

Na specialni tlohu modéalniho fizeni vede syntéza casové optimalniho
reguldtoru diskrétniho systému. Zde pozadavek minimalniho poctu krokt
regulace vede k pozadavku, aby matice dynamiky uzavieného systému byla
podobné nilpotentni matici se specidlni strukturou. Prace zabyvajici se touto
ulohou jsou naptiklad [21], [22] a [23].



Praktické pozadavky syntézy vedou casto na tilohu modéalniho fizeni
s omezenim na strukturu zpétné vazby. Specidlnim piipadem je naptiklad
decentralizovand zpétna vazba. Zde hraji velkou roli takzvané pevné neboli
fixni mdédy, které maji podobny vyznam jako neriditelné nebo nepozorova-
telné médy v pripadé nedecentralizované zpétné vazby. Pevné mdédy jsou ty
poly, které jsou invariantni viic¢i vSem decentralizovanym zpétnym vazbam.
Jejich vyznam pro stabilizaci a pfifazeni pdlu je zkouman napiiklad v [24]
a [25].

V predkladané praci je uveden novy obecny a jednotny pristup k proble-
matice modalniho Fizeni. Jeho teoreticky zdklad tvofi poznatky o Sylveste-
rové maticové rovnici [26], (1884). Numerické feseni této rovnice je soucasné
hlavnim krokem vsech v préci navrzenych algoritmt modalniho fizeni. Za-
kladni zde resena tlloha modalniho fizeni je nasledujici:

Je dan fiditelny systém (A, B), najdéte vSechny stavové zpétné
vazby F' takové, ze matice dynamiky uzavieného systému A+ BF
je podobné predem zadané matici L. Parametrizujte mnozinu
vsech takovych zpétnych vazeb pomoci minimdlniho poctu navr-
hovych parametri. Navrhnéte kvalitni algoritmus vycisleni zpét-
novazebni matice pro dany vybér hodnot navrhovych parametra.

Reseni takto postavené tlohy umoziiuje vybirat z mnoziny vsech zpét-
nych vazeb, realizujicich dané modalni pfifazeni, ty zpétné vazby, které vy-
hovuji dalsim specidlnim pozadavkim. Tento vybér mtize byt proveden na-
priklad pomoci parametrické optimalizace, a proto je velmi dulezité znat
explicitni parametrizaci mnoziny zpétnych vazeb pomoci minimélniho po-
¢tu navrhovych parametria. Dale jsou v praci zkoumany rtzné modifikace
ptredchozi dlohy, umoznujici resit prakticky vSechny zakladni problémy mo-
dalniho fizeni. Vzdy je zdiraziovana snaha ziskat vSechna feSeni v para-
metrické formé s minimalnim pocétem navrhovych parametrti. Na obr. 1.1
je uveden pokus o klasifikaci metod a pfistupti v modalnim fizeni. Silné
vytazené hrany vyznacuji oblasti fesené v této praci.

Hlavni nové teoretické vysledky této prace jsou:

e explicitni tvar FeSeni Sylvesterovy maticové rovnice a jeho systémove
teoretické diusledky

e parametrizace vSech stavovych zpétnych vazeb prifazujicich zadanou
Jordanovu formu pomoci minimalniho poc¢tu navrhovych parametri a
jeji modifikace pro ¢astecné modalni pfifazeni a pro modalni prifazeni
pomoci vystupni zpétné vazby

e linearni parametrizace vsech ¢asové optimalnich regulatort koneéného
poctu kroku

e numericky algoritmus pro fesSeni obecné tlohy modalniho fizeni



Prace dale obsahuje modifikace celé fady diive znamych vysledkt, které
jsou vsak dokdzany novym jednotnym zptsobem. Jmenujme naptiklad diive
zminénou Rosenbrockovu strukturalni vétu a Davisonovu vétu o prifazeni
polt pomoci vystupni zpétné vazby.

Hlavni vytyceny cil celé prace je vsak zpristupnit ¢etné a hluboké vy-
sledky teorie modélniho fizeni pro bézné praktické uziti. Pro splnéni tohoto
cile ma zasadni vyznam vybudovani programového systému pro modalni fi-
zeni. Ukazky pouziti takového systému jsou uvedeny v posledni kapitole této
prace.

MODALNI RIZENI
|

PRIRAZENI
POLU

PRIRAZENI IVARIANTNICH POLYNOMU
(JORDANOVY KAN. FORMY)

NEUPLNE

V PARAMETR. FORME

V NEPARAMETRICKE FORME

STAVOVA ZP|ETNA VAZBA
I |

PLNA HODNOST

!—I_I

TRANSFORMACE BEZ TRANSFORMACE
DO KAN. FORMY DO KAN. FORMY

I_I—\

VSECHNY NE VSECHNY
ZPETNE VAZBY  ZPETNE VAZBY

HODNOST

obr. 1.1

R

VYSTUPNI ZPETNA VAZBA

JEDNOTKOVA  REKONSTRUKTOR — BEZ REKONSTRUKCE

I_I_I

KONST. DYNAMICKA
ZPETNA VAZBA ZPETNA VAZBA
PLNA OMEZENA
HODNOST HODNOST



2 Pripravna kapitola

V této kapitole ve strucné formé shrneme zakladni oznaceni definice a pii-
pomeneme nekteré méné znamé véty linedrni algebry a linearni teorie fizeni,
které budou potirebné v nasledujicich kapitolach.

2.1 Seznam oznadeni

>AQEe >

=

—
=
~
L

—
=

A G RnXm

det A
A—l
AT

AP
rank A
ImA
Ker A

ukonceni dikazu

defini¢ni relace

prazdna mnozina

mnozina realnych cisel

mnozina komplexnich ¢isel

symetrickd mnozina komplexnich ¢isel, tj. mnozina pro
niz plati: c +iwe A — o —iw e A

polynom ¢()) je délitelny (beze zbytku) polynomem
p(A)

A je redlnd matice typu n X m

jednotkova matice fadu n

determinant matice A

inverzni matice k matici A

transponovana matice k matici A

zobecnénd inverzni matice k matici A

hodnost matice A
ImAZ{zcR": 2= Ay, y € R™}, A c R™™
KerA={z e R": Az =0}, A € RV™

spektrum matice A, tj. mnozina vSech vlastnich ¢isel
matice A

zuZeni operatoru reprezentovaného matici A na invari-
antni podprostor x

sloupcovy zapis matice A € R"*"™ [A]s je n X m rozmérny
vektor slozeny po fadé ze sloupcti matice A

Z(L) 2 {Z e R***: ZL = LZ,det Z # 0}, L € R***
matice A je podobna matici B, tj. existuje ¢tvercova
regularni matice T takové, ze A = TBT !

blokové diagonalni matice s diagonalnimi bloky
{L1,..., Ly}

tenzorovy soudin matic A a B

direktni soucet nezavislych linearnich podprostort 7

ap



A
v(L) v(L) & {v1,...,u} ={wil,, kde vy, ... vy,
vy > g+ > Vg, jsou stupné vSech nekonstantnich
invariantnich polynomi matice

k
LeR™, 5=y
i=1
M(Av B) :U’(AaB) 2 {/-1’17 s 7:U'm} - {Mz}ﬁlv kde pia, ... i,
U1 > fo - > [y, jsou indexy Fiditelnosti dvojice
(A,B), Ac R"™" B e R"™

2.2 Invariantni polynomy

Spektralni vlastnosti ¢tvercové matice jsou vycerpavajicim zpusobem po-
pséany bud jeji Jordanovou kanonickou formou, a nebo pomoci invariantnich
polynomi této matice. Dvé matice jsou podobné tj. maji az na poradi Jor-
danovych blokt stejnou Jordanovu kanonickou formu pravé tehdy, maji-li
stejné invariantni polynomy. Invariantni polynomy lze definovat pomoci na-
sledujici véty (viz. napf. [27]):

Véta 2.1 Necht L € R**%, potom ezistuje requldrni matice T takova, Ze
plati:

(i)
TLT ' = diag{Ly,..., L}, (2.1)

k
kde L; € RY*"i py > vy« - Zyk,Zui:s
i=1

(ii) matice L;, 1,2,... k, v (2.1) jsou cyklické, tj. jejich minimdlni poly-
nom je roven jejich charakteristickému polynomu

(11i) jestlize a;(\) je minimdlni polynom L;, 1 = 1,2,... k, potom a;(\) je
minimalni polynom matice L a plati az/ay, ag/asz, ..., ap/ak—1

(iv) pro matici L existuje prdavé jedno k a pravé jedna posloupnost poly-
nomu ai, az, ..., a takovd, Ze plati (i) - (ii1)

Cislo k a polynomy a1, as, ..., a; z véty 2.1 budeme nazjvat po fadé
index cyklicnosti matice L a (nekonstantni) invariantni polynomy matice
L. Skute¢nost, ze matice L ma invariantni polynomy, jejichz stupné jsou
Viy... Uk, V1 > Vg > Uy, budeme zapisovat takto: v(L) = {v;}F_,.

2.3 Riditelnost a pozorovatelnost

Spojity systém
& = Az + Bu, (2.2)



kde z € R™, u € R™ a A, B jsou realné matice, nazyvame fiditelny, jestlize
existuje Fizeni u(t), které prevadi libovolny pocatecni stav z(tg) do libovol-
ného kone¢ného stavu z(¢1) za libovolny ¢asovy usek t; —ty > 0. V opacném
pripadé nazyvame systém (2.2) neriditelny.

Podobné diskrétni systém

Tht1 = Azy, + Buy, (2.3)

nazyvame 7iditelny, jestlize existuje konecna posloupnost ridicich vektortu
Ug, U1, - . ., Uqg, kterd pfevede systém z pocatecniho stavu z¢o = 0 do libo-
volného kone¢ného stavu z,. V opacném piipadé nazyvame systém (2.3)
neriditelny.

Pri takto zavedené definici fiditelnosti spojitého a diskrétniho systému
plati: Spojity systém (2.2) je fiditelny pravé tehdy, jestlize je fiditelny dis-
krétni systém (2.3). Z tohoto divodu nebudeme déle hovorit o Fiditelnosti
systému (2.2) anebo systému (2.3), ale o Fiditelnosti dvojice (4, B). Plati
nasledujici véta (]29]):

Véta 2.2 Ndsledujici tvrzeni o dvojici (A, B), A € R™*", B € R"™™ jsou
ekvivalentni:

(i) dvojice (A, B) je tiditelnd
(ii) rank [B,AB,...,A,_1B]=n
(iii) rank [sI — AB| = n, pro vSechny s € C
Vlastni ¢islo A matice A nazyvame riditelné, jestlize rank [N\ — A, B| =
n; v opacném pripadé fikame, ze A je nefiditelné vlastni ¢islo.
2.4 Indexy riditelnosti a kanonicka forma riditelnosti

Uvazujme mnozinu ¢ vSech dvojic (4, B) € R™"™ x R™*™  které spliuji
nasledujici podminky:

rank B = m
rank|[B,AB,..., A" 'B] = n
Pro dvojici (A, B) € ¢, B = [by,bs, ..., by, ] utvotime posloupnost vektorti
bi, ... b, Aby, ... Abp, A%y, ... A" by, A% Dy,

V této posloupnosti postupujeme zleva doprava a vyskrtavame kazdy
vektor, ktery je linedrné zéavisly na pfedchozich vektorech této posloupnosti.
Po ukonceni tohoto procesu a po prislusném prerovnani a piipadném pre-
¢islovani sloupct by, ..., b, matice B obdrzime posloupnost

bi, Aby, ..., AM 7y by, Aby, ..., AP2 g L by Abyy, . AP T D,



m
kdemZuzZ.-.ZumZOaZm:n.
=1

Cisla p1, pto, - . . , i, budeme nazyvat indezy Fiditelnosti dvojice (A, B) € ¢
a tuto skutecnost budeme zapisovat nasledovné:

WA, B) = (i},

Budeme ftikat, ze dvé dvojice (A, B) a (A’, B') pat¥ici do ¢ jsou F -
ekvivalentni, jestlize existuji reguldrni matice T € R"*™ a V € R™*™ a
matice F' € R™*™ takova, Ze

A = T(A+BF)T™! (2.4)
B' = TBV (2.5)
Plati néasledujici velmi dilezitd véta, kterou dokazal Brunovsky [7], (1970).

Véta 2.3 Necht (A, B),(A’,B’) € ¢, potom (A, B) a (A, B’) jsou F - ekvi-
valentni prdave tehdy, jestlize

WA, B) = :u(A/? B/)'

Déle, jestlize p(A, B) = {pi}~,, potom dvojice (A4, B) je F - ekvivalentni s
dvojici (A, B’), kde

|
|

1 ’ H1
|

A=

2.5 Generické vlastnosti

Necht o = [p1,p2,...,pn ] € RN a fi(a), fo(a),. .., fe(a) jsou polynomy
s realnymi koeficienty v proménnych p1,po, ..., py. Potom mnozinu

92 {aeRY: fi(a)=0,i=1,2,...,k}

p

Hm



budeme nazyvat algebraickou varietou nebo jen varietou v RN. Varietu ¢
budeme nazyvat vlastni (netrividlni), jestlize ¥ # RN (9 # @). Né&jakou
vlastnost 7, o které muzeme fici, zda plati anebo neplati v zavislosti na vek-
torovém parametru o € R, miizeme interpretovat jako funkci m zobrazujici
prostor RY do mnoziny {0,1} Pfi¢emz piipad 7(a) = 0 znadi, Ze neplati.
Vlastnost 7 je generickd na parametrickém prostoru RY, jestlize existuje
vlastni varieta ¥ C R takova, ze 7(a) = 0 implikuje a € 1. Jinymi slovy:
7 je generickd, jestlize neplati maximalné na nékteré vlastni varieté para-
metrického prostoru. Ponévadz kazda vlastni varieta je mnozina miry nula
(v RY), je zfejmé, Ze zvolime-li ndhodné parametr «, je s pravdépodob-
nosti jedna 7(«) = 1. Pro zjednoduseni budeme nékdy misto “r je genericka
na RV” jednoduse fikat “m plati pro skoro kazdé o € RN”.

Priklad 2.1 Vlastnost, Ze matice A € R™*" je regularni, je generick4 vlast-
nost v prostoru R™*", nebot det A je polynom v prvcich a;; matice A a
varieta definovana vztahem

dP={AeR"™": det A=0}
je vlastni varieta v prostoru R™*".

o7

Podrobnéjsi informace lze nalézt napiiklad v [29].
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3 Sylvesterova maticova rovnice

V této kapitole se budeme podrobné zabyvat Sylvesterovou maticovou rov-

nici. Uvedeme nutnou a postacujici podminku pro existenci feseni; odvodime

explicitni tvar feSeni a uvedeme nékteré systémove teoretické disledky. Ob-

sah této kapitoly podstatnym zpisobem uzijeme pozdéji pti feSeni problémi

modalniho Fizeni. Kapitola mé predevsim pripravny charakter, avSak vedle

znamych tvrzeni obsahuje téZ puvodni vysledky (véta 3.6 a jeji dusledky).
Sylvesterova rovnice je maticova rovnice ve tvaru

AX — XL+ R=0, (3.1)

kde A € R™", L € R**°, R € R™* jsou zadané matic a X € R"* je
neznamd matice. Poznamenejme, ze napiiklad Ljapunova rovnice uzivana
pii vySetfovani stability linedrnich systému je specidlnim pfipadem (3.1).
Pro nas vSak bude uzitecna jind motivacni predstava.

Uvazujme systém Sy

Sy & = Lz, xz(0) = zo, (3.2)
= Hx

kde L € R**¢, H € R"™*5 ktery fidi systém Sy
Sy 2= Az + By, z(0) = 2, (3.3)

kde A € R™", B € R™™. Uvazovana situace je zndzornéna na obrazku 3.1.
O tom, jak stav z(t) systému So souvisi se stavem z(t) systému Sy, vypovida
nasledujici véta, ve které vystupuje maticova rovnice typu (3.1).

STRE S,
x=Lx L 7=Az+By
y = Hx y

obr. 3.1

Véta 3.1 (Luenberger [8/,1964). Necht o(A) No(L) = &, potom
2(t) = Tx(t) + (20 — Txo), (3.4)
kde T je jediné reseni maticové rovnice

AT —TL + BH = 0. (3.5)

11



Dukaz: Z (3.2) a (3.3) plyne
2—Ti=Az+ BHx —TLx
Dosadime-li nyni za BH z (3.5) obdrzime
2—Ti=A(z—Tz),

a tedy plati (3.4). Za uvedenych pfedpokladi ma rovnice (3.5) jediné feSeni
(jak bude uvedeno déle) a tim je dikaz uplny.//

Uvedena véta tvori teoreticky zdklad teorie rekonstrukce vypracované
Luenbergerem. Ze vztahu (3.4) vyplyva totiz, ze stav z(t) systému Sy v usta-
leném stavu je linearni kombinaci T'z(t) stavu S; za predpokladu, ze A je
stabilni. Jestlize z9 = T'xg, je dokonce z(t) = Tz(t) pro libovolné ¢ > 0 a
systém S5 se chova tak, jako by obsahoval “dynamiku” systému S;. To je
zékladni princip naseho pristupu k modalnimu fizeni. Je zfejmé, ze v této
souvislosti jsou dtilezité vlastnosti zobrazeni reprezentované matici T'. Dfive
nez se budeme zabyvat témito otdzkami, uvedeme podminky, za nichz ma
rovnice (3.1) FeSeni a podminky, kdy existuje pravé jedno Feseni.

Véta 3.2 [29, str.21] Maticovad rovnice (3.1) mad teSeni pravé tehdy, jestlize
matice
A R A 0
0 L ¢ 0 L
Dukaz: 1. Necht (3.1) ma feSeni X, potom snadno ovéfime, ze
I X1 [AR I X1 _ [Ao
0 1 0 L 0 1 - 0 L
A R A0
v [0 ] e 52
jsou podobné matice. Tedy elementarni délitelné M jsou pravé ty, které

dostaneme sjednocenim elementarnich délitelt matic A a L. Odtud plyne,
7e podprostor

jsou podobné.

2. Necht

T e {[xl,O]T S Rn+s 1xr1 € Rn}

dekomponuje R" "¢ vzhledem k M, tj. existuje ¢ C R takovy, ze My C ¢
aT®¢e = R"" viz [27]. Na druhé strané snadno ovéiime, Ze 7 dekomponuje
R"™"s vzhledem k M pravé tehdy, jestlize existuje Q € R™ (") takové, ze
plati

QJ = I, (3.6)
QM = AQ, (3.7)

12



kde J = [[,0]7 € R"**", Skute¢nég, polozme ¢ = Ker(@Q, potom pro
z € R je

r=JQx + (In—I—s - JQ)x,
ponévadz Q(I,+s — JQ)xr = 0 je z € T + . Jestlize z € 7 N ¢ potom
r=[r1,0", 21 e R"ax; = Iz1 = QJr; = Qz = 0. Tedy TN ¢ = 0.
Koneéné Qx = 0 implikuje QMz = AQx = 0, takZe My C ¢. Obracené
jestlize 7 ® o = R"™% a Ap C ¢, potom Q je projekce 7@ ¢ — 7.
Z (3.6) a (3.7) ovsem plyne, ze

Q = [ITH_X]
a AX - XL+R = 0.

Tedy (3.1) ma feSeni.//

Véta 3.3 [31, str.125] Necht o(A) No(L) = @. Pak ke kaZdé matici R
existuje pravé jedno tesSeni X maticové rovnice (3.1). Toto TeSeni lze nalézt
ze vztahu

(A®Is _In®LT)[X]S = [R]Sv (38)

takze

(X]s=(A® I, —I,® L") 7[R, (3.9)

Dukaz: Rovnice (3.1) tvofi soustavu linedrnich rovnic pro neznamé prvky

x;; matice X. Pomoci tenzorového soucinu matic ji miiZeme pievést na stan-

dardni tvar (3.8). Skutecnost, ze matice soustavy (3.8) je regularni, plyne

z faktu, Ze vlastni ¢isla matice (A ® I, — I, ® LT) jsou ve tvaru )\;4 — )\]L,
A L :

kde A € o(A)ar} € o(L) viz [31].//

Nyni se budeme zabyvat hledanim explicitniho vztahu pro feSeni maticové
rovnice (3.1). Definujme

7

Ri=-Y A"FRI*'i=12 .. (3.10)
k=1
a necht
pPA) =N +p N 4 p Ay (3.11)

je libovolny polynom s redlnymi koeficienty.

Véta 3.4 [32] Necht X je fesenim maticové rovnice (3.1), potom je X téz
resenim maticove rovnice

p(A)X = Xp(L) = Ry + p1Rp—1 + -+ pr1 Ry (3.12)

kde p(\) je polynom dany vztahem (3.11) a R;,i = 1,2,... jsou matice
definované vztahem (3.10).
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Dukaz: Nechf X je feSeni (3.1). Uzijeme-li (3.1) a (3.10) snadno ovéfime,
ze plati A A
Ri=AX - XL i=1,2,....,r (3.13)

Pouzitim (3.13) obdrzime

R4+ piRe 1+ 4 pr 1R =A"X — XL" +p(A71X — XL 1 + ...
+pr—1(AX — XL) = (A" + p1 A"V + -+ p 1 A)X — X(L7 + pr L7+
+.o 4 pra L =p(A)X — Xp(L)

Tim je dikaz proveden.//

Véta 3.5 [32] Necht o(A)No(L) = @, potom Teseni maticové rovnice (3.1)
je dano vztahy

X = —(Ro+piRos1+ - +pp_1R1)(pa(L))™ (3.14)
X = (q(A) ' (Rs+ qRsr + -+ gs-1R1) (3.15)

kde pa(A) = N +p N Lo pnaqr(N) = X+ @+ g, dsou
po tadé charakteristické polynomy matic A a L a matice R;, 1 = 1,2,...
jsou definovdny vztahem (8.10).

Dukaz: Dokazeme platnost (3.14). Necht v (3.12) je p(A) = pa(\) charakte-
risticky polynom matice A. Podle Cayley - Hamiltonovy véty je pa(A) = 0;
tedy (3.12) pfejde na

—Xpa(L) =Ry +p1Ro—1+ - +po_1lt
Ponévadz predpokladame o(A) No(L) = @ je pa(L) regularni a tedy
X = —(Ro+piRn 1+ +po1R1)(pa(L)) ™
Vztah (3.15) lze dokézat analogickym zptusobem.//

Poznamka 3.1 Uvazujme pfipad n = s. Jestlize A a L maji spoleéné
vlastni ¢isla, potom pa(L) a qr(A) jsou singularni. Z véty 3.4 plyne, Ze
jsou singularni i matice R,, + p1R,-1+ -+ ppR1a Rs+q1Rs—1+ -+
+qs—1R; za predpokladu, Ze (3.1) mé FeSeni.

Poznamka 3.2 Véta 3.5 umoznuje zformulovat finitivni algoritmus feseni
Sylvesterovy maticové rovnice obsahujici inverzi matice fadu min (n, s). Na-
proti tomu fesime-li (3.1) pomoci véty 3.3 je nutné invertovat matici fadu
ns.

Nyni budeme uvazovat pfipad, kdy R = BH, B € R"*™ H € R"™*¢
ktery nastal ve vété 3.1 a méa systémovou interpretaci znadzornénou na ob-
razku 3.1. Nasledujici pro dalsi kapitoly velmi vyznamné véta je jednodu-
chym disladkem véty 3.5.
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Véta 3.6 [32] Necht o(A)No(L) = &, potom TeSeni maticové rovnice (3.1)
pro R=BH, B € R"™™ H € R™*% tj. maticové rovnice

je dano vztahy

X=[B,AB,..,A""1B]

X=[qr(A)] [ B,AB,..,A>"1B]

kde pa(N), (M) a p1,p2,. ..

vete 3.5.

AX - XL+ BH =0

[ Pn—1Im  pn—2Im

Pn—2Im

plIm

Im

[ QS—IIm QS—QIm

qs—2Im

q1lm
Im

yPny 41,42, - -

pllm Im T
H
HL
[pa(L)]7!
0 HL"1
(3.16)
qIIm I’m |
H
HL
[pa(L)]™!
0 HLs1
(3.17)

., Qs maji stejny vyznam jako ve

Dukaz: Vztahy (3.16) a (3.17) obdrzime dosazenim do (3.14) a (3.15)
za R;, i =1,2,..., podle (3.10), tj.

Ry = — Z AFBHLM!

k=1

(3.18)

Naznac¢ime napiiklad odvozeni (3.17) pro s = 3. Z (3.18) plyne

Ry = —-BH
Ry, = —ABH — BHL
Rs —A’BH — ABHL — BHI?
Nyni
Rs+ iRy + @R = —B(qeH + @ HL + HL?) — AB(nH + HL) — A?BH =
i q@H+qg HL + HL?
= —[B, AB, A?B] qH+HL =
i H
QZIm QIIm Im H
= —[B,AB,A’B] | @uI,, I, O HL
I, 0 0 HIL?
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Tedy podle (3.15) mé feSeni X tvar (3.17).//

Nyni zformulujeme nékolik bezprostfednich disledki pfedchozi véty v nichz
predpokladame, ze A a L nemaji spole¢nd vlastni ¢isla. Tyto disledky maji
zfejmou interpretaci v situaci zndzornéné na obr. 3.1.

Diisledek 3.1 Necht R = bh’, b € R", h € R*, s < n a (A,b) je fiditelna
dvojice, potom
hT
hTL
Ker X = Ker
th;sfl

Jestlize soucasné (A,b) je fiditelna a (k' L) pozorovatelna dvojice, potom
X ma plnou sloupcovou hodnost.

Diisledek 3.2 Necht R = bh’, b € R", h € R*, s > n a (A,b) je fiditelna
dvojice, potom
ImX =1ImIb,Ab,..., A" b

Jestlize souc¢asné (h', L) je pozorovatelna a (A,b) fiditelna dvojice, potom
X ma plnou rfadkovou hodnost.

Diisledek 3.3 Necht R = bh’, b,h € R", s = n, (A,b) je Fiditelnd a
(hT, L) pozorovateln4 dvojice, potom X je regularni.

Poznamka 3.3 Tvrzeni obsazené v dusledku 3.3 bylo jinym zptisobem do-
kézano jiz Luenbergerem v [5]. Dusledky 3.1 a 3.2 je mozno chépat jako jeho
zobecnéni.

Diusledek 3.4 Necht n = s a necht X je dané vztahem (3.16) nebo (3.17) je
regularni, potom dvojice (4, B) je fiditelna a dvojice (H, L) pozorovatelna.

Poznamka 3.4 Obracené tvrzeni k disledku 3.4 neni spravné. K tomu,
aby X dané vztahem (3.16) (nebo (3.17)) bylo regularni je nutnéd platnost
mnohem hlubsich pozadavki na dvojice (A, B) a (H, L). Tato otazka bude
vyjasnéna v kapitole 5.

Uvedme jesté jedno tvrzeni, které bude v dal$im potiebné.

Véta 3.7 Jestlize existuje symetrické reseni X maticové rovnice
AX 4+ XAT + BBT =0 (3.19)

a (A, B) je Fiditelnd dvojice, potom X je requldrni.
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Dukaz: Necht X je feSeni maticové rovnice (3.19) a predpokladejme, Ze
je singularni. Tedy existuje yo € Ker X, yg # 0. Potom postupné plati
(uzijeme faktu, ze X7 = X).

AXyo+XATyo+ BBTyy =0 (3.20)
——
=0
XATyo+ BBTyy =0 (3.21)
yo X ATyo +yg BB yo = 0 (3.22)
=0
BTyy=0 (3.23)

Tedy z (3.23) plyne yl € Ker BT az (3.21) plyne ATy, € Ker X. NapiSeme-
li nyni (3.20 - 3.23) a nahradime-li pii tom yo vektorem A7y, dostaneme
ATyy € Ker BT a (A2)Ty0 € Ker X. Pokracujeme-li dale obdobnym zp1-
sobem, zjistime, ze

(AT)iyo e KerBT,i=0,1,2,...

neboli
ye[B,AB,...,A"'B] =0

Tedy (A, B) neni fiditelna dvojice. To vSak je spor s predpokladem.//
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4 Explicitni vztahy pro modalni fizeni

Nasim cilem v této kapitole bude jednoduché odvozeni dvou znamych vztaht
pro vypocet stavové zpétné vazby pritazujici dané rozmisténi polti pomoci
explicitniho Teseni Sylvesterovy maticové rovnice. Zde uvedeny piistup bude
vyuzit v nasledujicich kapitolach k ziskani obecnéjsich ptivodnich vysledk.
V tomto smyslu je tato kapitola Gvodni.

4.1 Bass - Guaruv vztah [9]

Uvazujme Fiditelny systém (A4,b), A € R™" b € R" s charakteristickym
polynomem

p(s) =det (s — A) = s" +pys" 4+ p" (4.1)

Prejeme si modifikovat dynamické chovani daného systému stavovou zpétnou
vazbou tak, aby charakteristicky polynom uzavieného systému byl feknéme

q(s) =det (s] — A—bfT) ="+ qs" "+ 4 ¢" (4.2)

N4&s pristup spociva ve vyuziti explicitniho Feseni vhodné Sylvesterovy ma-
ticové rovnice. Uvazujme maticovou rovnici

AX — XL +bhT =0, (4.3)

kde L € R™™ a h € R"™ jsou takové, Ze jsou splnény nésledujici dvé pod-
minky:

1. det (sI — L) = ¢q(s)
2. dvojice (k' L) je pozorovatelna

Potom podle disledku 3.3 je feSeni X maticové rovnice (4.3) regularni a
vynésobenim (4.3) zprava matici X ! obdrzime

A+bhTxX 1= XxLXx L.

Tedy f7 = hT X! je hledana stavova zpétna vazba, nebot podobné matice
maji totozny charakteristicky polynom.
Podle véty 3.6 je FeSeni X maticové rovnice (4.3) ve tvaru

Pn-1 - p1 1 T
S h'L
X =[b, Ab,..., A" 1p] . [p(L)] ™!
) 0 .
1 hTLn—l
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a tedy pro f7 plati

Pn-1 -+ p1 1 nT
. . hTL
fr=nTp(L)< [b,Ab,..., A" 1b]
pr -~ 0 :
1 hTLnfl

(4.4)
Vzorec (4.4) udéava jiz explicitni vztah pro vypocet stavové zpétné vazby.
Mizeme ho vSak jesté podstatné zjednodusit zvolime-li L a h ve vhodném
tvaru. Naptiklad zvolme

KT =[10...0], L = . (4.5)
—Qn e —q1

Povsimnéme si, ze jsou splnény obé vyse uvedené podminky kladené na dvo-
jici (hT, L). Nyni dosazenim (4.5) do (4.4) jiz snadno obdrzime Bass - Gua-
rav vztah:

Pn—1 - p1 1
T = [pp— - - S b, Ab, ..., A"~ 1p]1
f _[pn qn,Pn—1—"Aqn—-1,.--,P1 Q1] . [7 P ]
pn - 0
1

(4.6)
Uvedené odvozeni je spravné pouze pro piipad, Ze p(s) a g(s) jsou nesoudélné
polynomy (viz predpoklady véty 3.6). Ze spojitosti v8ak vyplyva, ze (4.6)
plati i pro ptipad, kdy p(s) a ¢(s) jsou soudélné.

4.2 Ackermannuv vztah [10]

K odvozeni Ackermannova vztahu uzijeme obdobny postup, avsak pro feseni
X maticové rovnice (4.3) uzijeme druhy explicitni vztah dany ve vété 3.6,
tj.

dn—1 " °° q1 1 hT
-1 1 hTL
X = —[q(A)] 7 [b,Ab,..., A" b e
@ -0 :
1 hTLn—l
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tedy

-1 - q 1 rT
: . KL
ff==h"{1bAb,..., A ]| T '0 : q(A)
o - :
1 hTLnfl
neboli
BT g - @ 1 -
h'L S -
I : ' ' (b, Ab, ..., A" ] " q(A).
: Q1 -0
hTLnfl 1
(4.7)

Zvolime-li opét L a h ve vhodném tvaru (4.5), potom (4.7) pfejde na zndmy
Ackermannuv vztah

1

fr=—[0...01][b,Ab,..., A" 1b] ¢(A). (4.8)
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5 Zakladni iloha modaniho Fizeni

V této kapitole je podano feSeni zédkladni tilohy modalniho Fizeni zformulo-
vané v uvodu.
Uvazujme linedrni stacionarni systém

&(t) = Ax(t) + Bu(t) (5.1)

kde x zna¢i Z(t) pro spojity systém a x(t + 1) pro diskrétni systém, x(t) €
R" je stav systému, u(t) € R™ je vektor Fizeni a A, B jsou redlné matice
prislusnych rozméri. V celé této kapitole budeme predpokladat, ze (A, B)
je riditelnd dvojice a ze B ma plnou sloupcovou hodnost.

Jestlize je u systému (5.1) zavedena stavova zpétna vazba

u(t) = Fz(t), (5.2)
potom vznikly uzavieny systém je ve tvaru
z(t) = (A+ BF)x(t). (5.3)

Pozadujeme, aby dynamické chovani systému (5.3) bylo “podobné” dyna-
mickému chovéani systému z(t) = Lz(t), kde L € R™" je vhodné zvolend
matice. Tento pozadavek vede k definici mnoziny F (A, B, L),

F(A,B,L) 2 {F ¢ R™": A+ BF je podobna L} (5.4)

obsahujici vSechny stavové zpétné vazby F' takové, Ze matice dynamiky sys-
tému (5.3) je podobna matici L. Poznamenejme, Ze jestlize (5.1) je systém
s jednim vstupem, potom F (A4, B, L) obsahuje pravé jednu zpétnou vazbu F
anebo je prazdna. V obecném piipadé, tj. jestlize pocet vstupi (5.1) je vétsi
nez 1, je vSak F (A, B, L) obecné nekoneéna mnozina. V takovém piipadé
je F (A, B, L) urcita algebraicka varieta (nadplocha) v prostoru R™*". Na-
Sim cilem bude nalézt explicitni parametrizaci mnoziny F (A, B, L) pomoci
minimélniho poc¢tu navrhovych parametrt a na zédkladé této parametrizace
navrhnout algoritmus vypoctu libovolné F' € F (A, B,L). Kromé toho je
v této kapitole uveden novy diikaz Rosenbrockovy véty, kterd fesi otazku
za jakych podminek je mnozina F (A, B, L) neprazdna.
V dalsim budeme uzivat nasledujici oznaceni:

10/ prazdna mnozina
1(A,B) (A, B) & {ui}iy, kde pg, i =1,2...,m,

p1 > po - > fm > 0 jsou indexy Fiditelnosti dvojice (A,B)
v(L) v(L) & v}t kde v, i =1,2... Kk,

vy > o+ > 1 > 0 jsou stupné vSech nekonstantnich
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invariantnich faktort matice L
o(A) spektrum matice A
Z(L) mnozina vSech zaménitelnych regularnich matic s matici L, tj.

Z(L)&£{Z e R"V": LZ = ZL, det Z # 0}. (5.5)

Dale budeme fikat, ze vlastnost m(«) plati pro skoro kazdé a € R',
jestlize m(a) plati pro vSechny o € R" — ¢ = 9¢, kde ¥ je nékterd viastni
algebraické varieta prostoru R".

5.1 Parametrizace F (A, B, L) pomoci mn parametru

Nejprve uvedme dvé trivialni vlastnosti F (A, B, L). Plati

F(A,B,L) = F(A B,T'LT) (5.6)
F(A,B,L) = {F+Fy:FcF(A+BF,,B,L)}, (5.7)

kde T € R™" je regularni a Fy € R"™*"™ je libovolnd. Vzhledem k (5.6)
budeme bez omezeni obecnosti ptedpokléddat, ze L je v redlném Jordanové
tvaru. V disledku (5.7) muzeme dale predpokladat, ze matice A a L nemaji
spolecnd vlastni ¢isla, tj. 0(A) No(L) = @. V pfipadé, ze tomu tak neni,
zvolme nejprve Fy tak, aby o(A + BFy) No(L) = @ a potom uzijme (5.7).

Nyni odvodime parametrizaci F (A, B, L) pomoci mn parametri. Za tim
ucelem necht je F' € F(A, B, L), potom podle (5.4) existuje regularni matice
X € R™™ takova, Ze

A+BF =XLX!

neboli
AX — XL+ BH =0, (5.8)

kde H = FX € R™*"™. Obraceng, jestlize existuje H € R™*" takové, Ze
(5.8) mé regularni feseni X, potom ziejmé F = HX ! € F(A,B,L).

Z predpokladu o(A) No(L) = @ plyne, Ze maticovd rovnice (5.8) ma
pro libovolné H pravé jedno feseni (viz vétu 3.3), oznac¢me ho X (H). Dale
oznacme

HE{HcR™": det X(H) # 0} (5.9)

7 predchoziho vyplyva nésledujici tvrzeni:
Mnozina F (A, B, L) je parametrizovana vztahem

F(H)=HX Y (H), H € H, (5.10)

tj. libovolna matice ' € F (A, B, L) lze vyjadiit ve tvaru (5.10) a obracené
libovolna matice F'(H) ve tvaru (5.10) patii do F(A, B, L).
Poznamenejme, 7e z predchoziho dale plyne, ze F (A, B, L) je neprazdna
pravé tehdy, jestlize existuje H € R™*" takové, ze maticova rovnice (5.8)
mé regularni Feseni. O charakteru mnoziny H definované vztahem (5.9) vy-
povida nasledujici lemma:
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Lemma 5.1 Necht F (A,B,L) # &, 0(A)No(L) = &, potom TeSeni X (H)
maticové rovnice (5.8) je regqularni pro skoro kazdou matici H € R™*".
Jingmi slovy: H = 9¢, kde ¥ je nékterd vlastni varieta prostoru R™*™.

Dukaz: Prepisme (5.8) pomoci tenzorového soudinu na znamy tvar
(Ao I, -1, L") [X], = —[BH], (5.11)

kde [X], je n?-rozmérny vektor slozeny po fadé ze sloupctit X; obdobny vy-
znam ma [BH],. Z pfedpokladu o(A) No(L) = @ plyne, ze matice soustavy
(511) M = A® I, — I, ® LT je regularni a tudiz feseni X (H) maticové
rovnice (5.8) je ddno vztahem

[X(H)), = -M'BH],. (5.12)

s

Z (5.12) je zfejmé, ze kazdy prvek x;; matice X H je polynom (prvého stupné)
v prvcich h;; a ponévadz podle pfedpokladu F (A, B,L) # @ neni tento
polynom identicky rovny nule. Odtud plyne, ze det X (H) je nulovy pouze
na nékteré vlastni algebraické varieté prostoru R™*".//

Shrneme-li dosazené vysledky, mizeme formulovat nasledujici algoritmus
vypoctu libovolné F' € F (A, B, L) v nemz matice H € R™*" reprezentuje
navrhovy vektorovy parametr s dimenzi mn.

Algoritmus 5.1 :

Krok 1: Vyber L v redlném Jordanové tvaru.

Krok 2: Zvol H € R™ "™ ndhodné (nebo jinak).

Krok 3: Nalezni feseni X (H) maticové rovnice (5.8). Jestlize F (A, B, L) #
&, potom je X (H) s pravdépodobnosti jedna regularni v dusledku
lemmatu 5.1.

Krok 4: Vypocti F(H) = HX(H).

Uvedeny algoritmus z hlediska poc¢tu navrhovych parametr odpovida
algoritmu navrzenému v [14]. V dalsim vSak ukazeme, Ze 1ze redukovat pocet
volnych prvkid v matici H bez praktického omezeni na volnost vybéru zpétné
vazby z mnoziny F (A, B, L). Nejprve vSak vyjasnime podminky, za nichz
je mnozina F (A, B, L) neprazdna.

5.2 Rosenbrockova véta

V knize [11, str. 190], (1970) Rosenbrock dokazal nutnou a postacujici pod-
minku pro pfifazeni invariantnich polynom® matici dynamiky uzavieného
systému pomoci stavové zpétné vazby. Ponévadz dvé matice jsou podobné
pravé tehdy, maji-li totozné invariantni polynomy, je zfejmé, Ze nalezl nut-
nou a postacujici podminku i pro to, kdy je mnozina F (A, B, L) neprazdna.
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Jeho dikaz, podobné jako pozdéji publikované dukazy [33], [34] a [35], je
znacné komplikovany. Autor véri, Ze niZe podany dikaz je jednodussi a Ze
umoziuje nahlédnout do podstaty véci.

Véta 5.1 (Rosenbrock) Necht u(A, B) = {u;}™, a v(L) = {vi}F_,, potom
F(A,B,L) # @ prdvé tehdy, jestlize k < m a pro vSechny j = 1,2,...,k
plati

(Vi — i) >0
1

] (5.13)

)

Dukaz: Nejprve si povsimnéme, Ze pro libovolné reguldrni matice T €
R™™ a V € R™*™ a libovolnou Fy € R™*" plati

F(A,B,L) ={F = Fy+VFT: F e F(T(A+BR)T™, TBV, L)}. (5.14)

Tedy F(A,B,L) je neprazdna pravé tehdy, jestlize F(T(A + BFy)T 1,
TBV, L)} je neprazdnd mnozina. Bez omezeni obecnosti tedy predpokla-
dejme, ze dvojice (A, B) je v Brunovské kanonické formé (viz véta 2.3), tj.

| ) 0 ]
| :
1 ‘ H1 0
0 0 | 1
A= , B=| ......
| o 1 0
| o
! 1 0
| o 0| L L]
(5.15)

V dalsim uzijme platnost diive dokdzaného tvrzeni (viz. odst. 5.1): Mnozina
F (A, B, L) je neprazdna pravé tehdy, jestlize existuje H € R™*" takova,
Ze maticova rovnice

AX - XL+BH =0 (5.16)

mé regularni feseni X (H). Podle véty 3.6 je feseni X (H) maticové rovnice
(5.16), za predpokladu 0 ¢ o(L), ddano vztahem
0 I, H

HL
X(H)=[B,AB,..., A" 'B]
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H

HL _
= [B,AB,..., A" 'B] . L (5.17)

HI_;n—l

kde L = L1, Z (5.17) je zfejmé, ze X (H) je regularni pravé tehdy, jestlize
souc¢in M (H) prvnich dvou matic zleva v (5.17) je regularni. Jsou-li A7, ..., AL
fadky matice H a uzijeme-li (5.15) obdrzime

- h%"_ -
hTL

M(H)=[I,0]| ————— (5.18)

kde * znaéi pro nase ucely nedilezitou matici. Z (5.18) a z platnosti v(L) =
v(L) = {v;}¥_; snadno plyne (viz [27]), Ze volbou H lze dosdhnout regulrni
M(H) pravé tehdy, jestlize k < m a jestlize soucasné plati

v 2 H
v+ Ve > 1+ o

VitV 2t e

Tedy jestlize plati (5.13). Tim jsme dokézali tvrzeni véty s vyjimkou ptipadu,
kdy L je singuldrni matice, tj. kdy 0 € o(L). Dikaz postacitelnosti pro tento
pripad provedeme ve dvou krocich:

1. Necht L = —(L + ¢€I), kde € je zvoleno tak, ze plati:

(i) L je regularni matice
(ii) —(L + 3¢I) je stabilni matice

Ziejme takové ¢ vidy existuje. Ponévadz v(L) = v(L), existuje podle difve
dokézaného matice F (A, B, L), tj. plati

A+ BF ~ —(L +¢) (5.19)
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Odtud plyne
—(A+BF+¢el)~ L (5.20)

1 1
(A+ BF + 55-:[) ~—(L+ §€I) (5.21)

a podle predpokladu (i) je A + BF + eI stabilni.

2. Ponévadz plati (5.21) a dvojice (A + BF + 3¢l, B) je fiditelna (nebot
(A, B) je fiditelnd) ma maticova rovnice

1 1 T
(A+ BF +5eD)X + X(A+ BF + 5el) + BBT =0 (5.22)

podle véty 3.7 regularni feSeni X. Tedy z (5.22) postupné plyne
(A4+ BF)X + X(A+ BF + )" + BBT =0

A4+ BF +BBTX ' = —X(A+BF +eI)X L. (5.23)

Polozime-li F = F + BTX~! potom z (5.23) a (5.20) plyne, 7e F €
F(A,B,L) atedy F (A, B, L) # @. Dukaz nutnosti lze provést zcela analo-
gicky.//

5.3 Parametrizace F (A, B, L) pomoci minimalniho poc¢tu pa-
rametra

Nejprve si pfipometime parametrizaci mnoziny F (A, B, L) odvozenou v odst.
5.1. Tam je ukdzano, Ze libovolnd matice F' € F (A, B, L) lze vyjadfit ve
tvaru

F=FH)=HX Y(H),HeH, (5.24)

kde X (H) je FeSeni maticové rovnice
AX - XL+ BH =0 (5.25)

a mnozina H je definovina vztahem
H={HcR™": det X(H) # 0}. (5.26)

Plati téz obracené tvrzeni: libovolna matice F(H) ve tvaru (5.24) patii
do F(A,B,L).

V tomto odstavci provedeme redukci poc¢tu nédvrhovych parametri v pa-
rametrizaci (5.24) na minimalni moznou mez. K tomu bude uzite¢na nésle-
dujici lemma.

Lemma 5.2 Necht 0(A)No(L) =@ a H, H €
prave tehdy, jestlize H = HZ, kde Z € Z(L)
Z'L, det Z' # 0} je libovolnd.

H, potom F(H) = F(H)
£{Z e R : L7 =
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Dukaz: 1. Necht F(H) = F/( (5.24) a (5.25) plyne
-1

). Z

A-X(H)LX"(H)+BF(H) =0

A—-X(H)LX ' (H)+ BF(H) =0.
Odectenim dostaneme

XH)LXY(H)=X(H)LX'(H)
neboli

LX™'(H)X(H) = X~ "(H)X(H)L.
Ozna¢me Z = X Y(H)X (H). Ziejme Z € Z(L). Nyni plati

Z rovnosti F(H) = F(H) tedy plyne
HX YH)=Hz'XY(H)=HX '(H).
Odtud jiz H = HZ.

2. Necht H = HZ, Z € Z(L). Vynasobenim (5.25) zprava matici Z ob-
drzime
AXZ - XZL+ BHZ = 0.
Tedy X(H) = X(H)Z a dale
FH)=HX YH)=HZZ'X Y H)=HX Y(H)=F(H).//

Daéle budeme postupovat tak, ze nejprve explicitné popiSeme vsechny
matice zameénitelné s matici L, kterou predpokladame v redlném Jordanové
normalnim tvaru a potom tohoto popisu vyuzijeme k sniZeni po¢tu navrho-
vych parametri v parametrizaci (5.24) na minimalni moznou mez.

Pfipomernime, Ze redlnd Jordanova norméalni forma je blokové diagonalni
matice, kde diagonalni bloky jsou dvojiho typu; k redlnému vlastnimu ¢islu
A prislusi Jordantiv blok

Al
(5.27)
1
A
Zatimco dvojici komplexnich kofent o + iw, w # 0, prislusi blok typu
R I
) (5.28)
I
R
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Uvedme jesté, Ze z komplexni Jordanovy formy 2 matice snadno uréime pii-
slugné stupné invariantnich polynomt. Necht L je na okamzik v komplexnim
Jordanové tvaru, ktery obsahuje

s1 Jordanovych bloki prislusnych k vlastnimu ¢islu A\; s rozméry
1 1 1
ny=ng 2 2N,
so  Jordanovych bloki prislusnych k vlastnimu ¢islu Ay s rozméry
2 2 2
n?>ni>...>n2
sy Jordanovych blokt pfislusnych k vlastnimu ¢islu A; s rozmeéry
nll Zné > Znél.

Definujme

Viézngai:L?a“'vka (529)

g = 0 pro ¢ > s;. Snadno ovérime, Ze

V1,...,V jsou stupné invariantnich polynomt matice L a Ze plati v; >
vy > -+ > v,. Uzijeme-li diive zavedeného oznadent, je tedy v(L) = {v;}5_,.

Abychom mohli explicitné popsat mnozinu vSech zaménitelnych matic
s matici v redlném Jordanové tvaru, uvedme nasledujici definici.

kde k = maxz{s1,s2,...,8} an

Definice 5.1 Necht matice M € RP*9_§ ¢ {1,2} md ndsledugici formu

A Ay ... A,
M = éUp pro p =q
Ay
Ay
M =10U,] pro p < q
Uy
M= ——-— prop > q
0

kde matice A; € R°*® jsou ve tvaru
A; =a;] pro 6 =1
Ai:[ai bi} pro § = 2.

—bi a

*Komplexni Jordanova forma obsahuje pouze Jordanovy bloky typu (5.27), kde vsak
A mtze byt komplexni.
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Jestlize 6 = 1 (6 = 2), budeme matici M nazyvat matici typu 7'1 (72). Prvky
a; (a;,b;) budeme nazyvat volnymi prvky nebo parametry matice M typu
T1(T?2).

Lemma 5.3 Necht L = diagLy,Ls,... Ly Ly € R" ™ i = 1,2,...,q,
>1_, n; =n, je matice v redlné Jordanové normdlni formé (L; jsou Jorda-
novy bloky ve tvaru (5.27) a (5.28)). Matice Z € R™™" je zaménitelnd s L
pravé tehdy, jestliZe je ve tvaru

21155 21
Z=1 ciiiiiiiii. (5.30)
Zgis--sZgq
kde Z;; € R™> "™ 4,5 =1,2,...,q md ndsledujici vijznam.:

1. Jestlize L; a L; prislusi k stejnému redlnému vlastnimu cislu, potom
Z;j je libovolnd matice typu T'1.

2. Jestlize L; a Lj prislusi k stejné dvojici komplexné sdruZenych cisel,
potom Z;; je libovolnd matice typu T2.

3. Ve vsech ostatnich pripadech je Z;; = 0.

Ddle jestlize v(L) = {v;}%_,, potom pocet N vsech rizngjch volngjch parame-
tru v Z je dan vztahem

N:V1—|—3V2+"'—|—(2k‘—1)l/k. (531)

Dukaz: Pro pfipad, Ze L mé pouze redlné vlastni ¢isla, je tvrzeni lemmatu
dokézano v [27]. Dtkaz zde uvedeného zobecnéni neni obtizny a je z divodu
struc¢nosti vypustén.//

Z (5.30) plyne, ze vSech N riznych volnych parametrti matice Z lezi
v fadcich 1,ny +1,n1 +mn2 +1,...,n1 +ng2 +--- +ng_1 +1 a to prave
na jedné pozici. Ozna¢me S € R"™*" podmatici Z, kterd obsahuje pravé tyto
fadky a definujme posloupnost {w;}" ; néasledovné:

w; £ pocet volnych parametrii v i-tém sloupci matice S (5.32)

Pro jednoduchost budeme zapisovat w(Z) = {w;}}_;. Snadno lze ovéfit, ze
plati
wi <k i=12,....n (5.33)

Y wi=N (5.34)
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Priklad 5.1 Necht

Ziejmé k = 2 a v(L) = {4,1}. Podle lemmatu 5.3 je libovolnd matice Z
zaménitelna s L ve tvaru

fa b | 0 0 | f] o .
0Oal| 0 0] 0

Z=100 1] ¢ d | 0 (5.35)
00| -dc | 0 — mtl
a_g_|__0__0_|_; — ni+ng+1

kde a, b, ¢, d, e, f jsou nezavislé volné parametry; jejich pocet je ve shodé (5.31)
N =4+3.1=7.Déle z (5.32) plyne, ze w(Z) = {1,2,1,1,2}.

V dalsim vyuzijeme jisté strukturalni vlastnosti matice Z ve tvaru (5.30).
Snadno nahlédneme, Ze sloupce z;, i = 1,2,...,n matice Z maji dvé ruzné
formy:

1. Sloupec z; je ve formé

2z = [|0...0a§i) P I |0...0an2 s...%[0...0]7 (5.36)
kde ag-i), 7 =1,2,...,w; jsou volné parametry z;, které se nevyskytuji ve sloup-
cich matice Z stojicich pfed sloupcem z; (tj. ve sloupcich z;, j = 1,2,...,1—

1) a * zna¢i ostatni volné parametry z; (vyznacené 0 a * v (5.31) mohou
chybét). Sloupec matice Z majici formu (5.36) budeme v dalsim nazyvat
sloupec typu C1. Viz 1., 2. a 5. sloupec v (5.35).

2. Sloupce z; a z;11 jsou ve formé

2=[]0...0a$" —b{" w.. x| ... 10..0a{! —b{? x...x0..0]T (5.37)
zi+1=[]0...0 bgi) agi) *..%]...]0...0 bl(i) al(i) *..%]0...0]T (538)
kde | & w; = wi,1, ag.z), bg-z), 7 = 1,2,... jsou volné parametry sloupct z;
a zi+1, které se nevyskytuji v zadném ze sloupct z;, j =1,2,...,i—1a*

oznacuje ostatni volné parametry z; a z;+1 (vyznacené 0 a * v (5.37) a (5.38)
mohou chybét). O sloupci z; (z;+1) budeme v dalsim hovorit jako o sloupci
typu C2 (C3). Viz 3. a 4. sloupec v (5.35).
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Definice 5.2 Necht k je pocet nekonstantnich invariantnich polynomi ma-
tice L. Matici Q(a) € R™ "™, m > k, jejiz proky jsou bud pevnd redlnd ¢isla
a nebo nezavislé redlné parametry (souhrné oznacené vektorovym paramet-
rem o € R"), budeme nazyvat parametrickou matici prislusnou k matici L,
jestlize jsou splneny ndsledujici podminky:

(i) V i-tém sloupci matice Q(«) je m — w; volnych parametri, kde w; je
urceno podle (5.32).

(i) Dvogice (Q(a), L) je pozorovatelna pro vSechny o € R.

Pro obecny pfipad je obtizné napsat Q(«) v explicitnim tvaru, avsak
na piikladech ukdzeme, ze pro konkrétni L snadno najdeme k ni piislus-
nou parametrickou matici Q(«). Pro L nilpotentni je explicitni forma Q(«a)
uvedena v kap. 7.

Z podminky (i) definice 5.2 a z (5.34) plyne, ze celkovy pocet r volnych
parametri Q(«) (tj. dimenze «) je dan vztahem

r=mn—N=mn—v; —3vy—---— (2k — 1)iy, (5.39)
kde pro vy, ..., v plati v(L) = {v;}E_ ;.

Priklad 5.2 Necht L je cyklicka patice, tj. kazdému vlastnimu ¢islu prislusi
pouze jeden Jordaniv blok. V tomto pfipadé je k = 1 a v(L) = {n}. Snadno
ovéfime, ze

1
Q(a):**"'*

je parametrickd matice pfislusnd k L; *-ky znac¢i volné parametry Q(«) a
jejich pocet je dan vztahem r = (m—1)n. Pov§imnéme, ze prvy fadek matice
Q(«) zajistuje pozorovatelnost dvojice (Q(«), L) pro libovolné o € R

Piiklad 5.3 Nechf
[ -1 1 |
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potom k = 2, v(L) = {6,3}. VSechny matice Z zaménitelné s matici L maji
nasledujici tvar

a b | d |
a | |
______ - 1
e | ¢ |
S gl p g |t on| < ny +1
g | =9 f | —a p | —n t
—————————————— — ni+no+1
L f g
| -9 [ |
| v w | r s | <« ni+nat+ng+1
| —w v | -—s

Plati w(Z) ={1,2,2,1,1,2,2,2,2} a snadno ovéfime, Ze
100100000
* 001 = = 0 0 1 0
Qla) =] x = *

je parametrickd matice prislusna k L.*-ky zde opét oznacuji volné parametry
souhrné oznacené vektorovym parametrem «. Poznamenejme, Ze prvé dva
fadky matice Q(«) zajistuji pozorovatelnost dvojice (Q(«), L) pro libovolné
a.

Lemma 5.4 Necht Q(a) € R™™ je libovolnd parametrickd matice pii-
slusnd k matici L, potom pro skoro kaZdou matici H € R™*" existuje prdvé
jedna hodnota vektorového parametru o a prdavé jedna matice Z € Z(L)
takova, Ze

H=Q(a)Z (5.40)

Dukaz: Necht (5.40) plati pro nékteré H, potom plati téz
HZ = Q(a) (5.41)
pro Z = Z~'. Ztejmé Z € Z(L). Podobné obricend z (5.41) plyne (5.40).

Staci tedy dokazat, ze pro skoro kazdou H existuje pravé jedno « a jedna
matice Z € Z(L) takova, ze plati (5.41).
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Oznacéme h;, % a ¢;(a) po fadé i-ty sloupec matice H, Z a Q(«). Nyni
muzeme (5.41) vyjadfit ve tvaru

Hz =q¢(a),i=1,2,...,n. (5.42)
V dalsim rozlisime dva pripady:

1. z; je typu C1 (viz (5.36)), potom (5.42) pro toto i piejde na
hjlagi) + thagi) + -+ hy,, affi) = qi(a) + v}, (5.43)

kde hj,, hj,, ..., hj, jsou piislusné sloupce matice H a v; je vektor,
ktery zavisi pouze na téch volnjch parametrech Z, které se vysky-
tuji alesponn v jednom sloupci Z;j = 1,2,...,i — 1 (a tedy nezavisi
na al?,al?, ... a(i.)).
1 »%2 » y Ywy
2. % a zj11 jsou sloupce po fadé typu C2 a C3 (viz (5.37) a (5.38)), potom
(5.42) pro toto i a i + 1 prejde na

Pl = a1 b) + b = i a0 + -+ hygaf” = g ab? =
= gi(a) + v (5.44)
hiy10y” + By 8 4 By 10 4 hgg b5 - 4 By iqal” o g B =

= giv1(a) + iy, (5.45)

kde Ay, hgy,s ... hiy1 jsou piislusné sloupce matice H a v a v},
jsou vektory, které zavisi pouze na téch volnych parametrech Z, které
se vyskytuji alesponi v jednom sloupci zj, j = 1,2,--- ,i — 1 (a tedy
nezévisi na agi), bgi), agi), bgi), . ,al(i), b})

Nyni mtzeme Fesit rovnici (5.42) pro neznamé « a Z néasledujicim zpu-
sobem.

Krok 1: Polozme i=1. ‘ ' ‘

Krok 2: Je-li z; sloupec typu C1, ur¢ime parametry agz), ag), e ,aff? sloupce
z; tak, aby rovnice (5.43) platila v fadkach, kde v ¢;(«) jsou pevné
prvky. Téch je podle predpokladu w; (viz definice 5.2). Jestlize je
pfislusny minor x; (w; X w;) matice H rtzny od nuly, existuje pravé
jedno feseni této tulohy. Déle jednoznac¢nou volbou volnych prvka
gi(«) dosdhneme rovnosti i ve zbylych radkach rovnice (5.43).
Pfifadme ¢ := i + 1 a jdéme na krok 3.

Jsou-li Z; a 231 pofadé typu C2 a C3, ureme parametry agi), bgi), agi),
bg), ... ,al(z), b} sloupcti % a 231 tak, aby rovnice (5.44) a (5.45)
platily v fadkéach, kde jsou v ¢;(a) a g;j+1(a) pevné prvky. Téch je
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podle predpokladu pravé 2] = 2w; = 2w; 41 (viz definici 5.2). Jestlize
je prislusny minor «; (21 x 21) soustavy (5.44), (5.45) razny od nuly,
existuje pravé jedno feseni této tlohy. Déle jednoznac¢nou volbou
volnych prvka v ¢;(«) a ¢j+1(a) dosdhneme rovnosti i ve zbylych
radkach (5.44) a (5.45). Definujme k;41 = 1, pfifadme ¢ := i + 1
a jdéme na krok 3.

Krok 3: Jestlize ¢ > n proces ukonc¢ime; v opa¢ném piipadé jdéme na krok 2.

Snadno se lze presvédcit, ze pro kazdé ¢ = 1,2, ..., n existuje H takova,
ze k; # 0. Tedy K(H) = KiK2 ... Ky je polynom v prvcich h;; matice H, ktery
neni identicky rovny nule. Odtud plyne na zékladé pfedchoziho postupu, ze
pro skoro kazdou matici H existuje pravé jedna matice Z zaménitelna s L a
pravé jedna hodnota vektorového parametru a takova, Ze plati (5.41). Zbyva
dokézat, Ze uréend Z je vidy regularni. Z (5.41) plyne

H Q(a)
H: L 7 _ Q(?)L
HIm Q)L

Ponévadz matice na pravé strané mé podle definice 5.2 hodnost n pro
vSechny a € R", plyne odtud, ze Z je regularni pro vSsechny H, pro které je

K(H) #0.//
Hlavni vysledek této kapitoly je obsazen v néasledujici vété.

Véta 5.2 Necht F (A,B,L) # @,0(A)No(l) # @,v(L) = {v}r, a
Q(a) € R™" o € R je libovolnd parametrickd rovnice prislusnd k L.
Dale necht X () je teSeni maticové rovnice

AX — XL+ BQ(a) =0 (5.46)

A2 {aeR": det X(a) # 0}. (5.47)
Potom plati:

(i) Pocet volnych parametri v parametrické matici Q(«) je ddn vztahem

r=mn—vy —3vy —---— (2k — 1. (5.48)

(ii) Pro skoro kazdé o € R" je X («) reguldarni, tj. A =R" —19,, kde 9, je
nékterd vlastni varieta v prostoru R”.

(iii) Ezistuje hustd a oteviend podmnozina F' mnoZiny F (A, B, L) takovd,
Ze libovolnd matice F € F' lze vyjddrit ve tvaru

F=F(a)=Q)X Ha),ac A (5.49)
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a to pravé jednim zpusobem; obrdcené libovolnd matice F ve tvaru
(5.49) patii do F (A,B,L).

Dukaz: Tvrzeni (i) jiz bylo dokdzano viz (5.39). Z lemmatu 5.1 a lemmatu
5.4 bezprostiedné plyne, ze existuje alespon jedno « takové, ze X(a) je
regularni. Tvrzeni (i7) lze nyni dokazat stejnym zpusobem jako je dokazéno
lemma 5.1.

Nyni dokdZeme tvrzeni (iii). Oznac¢me H = {Q(a)Z : Z € Z(L), a €
A}. Podle lemmatu 5.4 a tvrzeni (ii) existuje mnozina H' C ‘H takovd, ze
plati:

1. H’ je husta a oteviend podmnozina prostoru R™*"

2. libovolna H € H’' lze vyjadiit pravé jednim zptisobem ve tvaru H =
Qa)Z, aec A, Z € Z(L).

Dale z lemmatu 5.2 plyne
{Fla): a€ A} ={F(H): HEH} D {F(H): HecH}, (5.50)

kde F'(H) je ddno vztahem (5.24). Ponévadz H +— F(H) je spojité zobrazeni
a H’ je hustéd a oteviend podmnozina R™*" vyplyva z vlastnosti parametri-
zace (5.24) a z platnosti (5.50), Ze {F(a) : F(a) = Q(a)X Ha), a € A} je
husté a oteviena v F (A, B, L). Tvrzeni o jednozna¢nosti plyne z vlastnosti
2. mnoziny H'. //

Poznamka 5.1 Vztah (5.49) parametrizuje skoro celou mnozinu F (A, B, L)
pomoci minimélniho poctu parametri. Skutecnost, ze muze existovat F €
F (A, B, L), kterou nelze vyjadiit ve tvaru (5.49) neni pfili§ na zévadu, po-
névadz tato F' muze byt aproximovana s libovolnou piesnosti pomoci F'(«)
majici jiz tvar (5.49).

Kromé toho pfi zméné struktury parametrické matice Q(a) se zméni i
mnozina téch prvka F (A, B, L), které nelze vyjadrit ve tvaru (5.49).

Poznamka 5.2 Souvislost mezi parametrizaci (5.24) a (5.49) a ideu redukce
po¢tu navrhovych parametri v parametrizaci (5.24) vyjadiuje nésledujici
diagram:
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H, dimH = mn F(A,B,L), dimF (A,B,L)=r

A, dimA=r

Poznamka 5.3 Véta 5.2 dava odpovéd na otézku, jaky je pocet r stupnt
volnosti ve vybéru F' € F (A, B, L), tj. jaka je lokalni dimenze nadplochy
F (A, B, L) v prostoru R"™*".

Napriklad jestlize L je cyklickd matice, plati

r=mn—n=n(m—1).

Tato relativné velkd volnost ve vybéru se vSsak podstatné snizi v pripadé,
kdy L méa vetsi pocet nekonstantnich invariantnich polynomt. Za jistych
okolnosti muze F (A, B, L) dokonce obsahovat i pfi m > 1 pouze jedinou
matici.

Na zakladé véty 5.2 mizeme zformulovat nasledujici algoritmus, v némz
a € R" hraje roli vektorového navrhového parametru.
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Algoritmus 5.2 :

Krok 1: Vyber L v realném Jordanové tvaru, o(A) No(L) # @.

Krok 2: Uréi parametrickou matici Q(a) p¥islugnou k L 3.

Krok 3: Zvol a € R" ndhodné (nebo jinak).

Krok 4: Nalezni Feseni X (a) maticové rovnice (5.46). Jestlize F (A, B, L) #
@, potom X (H) je s pravdépodobnosti jedna regularni v dusledku
tvrzeni (ii) véty 5.2.

Krok 5: Vypoéti F(a) = Q(a) X 1(a).

Priklad 5.4 Uvazujme

1 001 01 1 0 00
0 010 0 0 0 -1 00
A= 000 1]/ B= 1 117 L= 0 0 0O
1 000 0 0 0 0 0O

Ponévadz o(A) No(L) = {0}, zvolme

0 -1 00
FO_[O 0 00]

a definujme A = A+ BF,. Nyni U(z_ﬁi) No(L) = @ a mizeme tedy pouzit vétu
5.2 k parametrizaci mnoziny F (A, B, L). Podle lemmatu 5.3 je libovolna
matice Z zaménitelna s L ve tvaru

a —0 0 O
0 o 00

7 = 00 ¢ el a,b,c,d,e, f € R.
0 0 f d

Tedy w(Z) ={1,1,2,2}. Na zakladé definice 5.2 snadno ovéiime, ze

Q(a):[l 1 10

_ T 2
a1 as 0 1], a=|a,as]" €R

je parametrickd matice piislusna k L. Reseni maticové rovnice
AX — XL+ BQ(a) =0

je ve tvaru

—Q — Q9 0 0

1 1
5 5+a 1 0

— 2 2
X(e) I A
—Qg (%) 0 -1

3jestlize je L cyklicka, lze Q(a) zvolit ve tvaru uvedeném v pifkladu 5.2
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1
det X (o) = apag + 5(041 + ag).
Pouzijeme-li nyni vztah (5.7) a tvrzeni (iii) véty 5.2 obdrzime, ze mnozina

{F(a): F(a) = Q(a) X (a) + Fy, det X(a) # 0},

kde
—1 011012+%(0127011)
011012+%(Ot1+a2) a1a2+%(a1+a2)
Fla) =
oz 2o g
a1a2+%(a1+a2) a1a2+%(a1+a2)

je hustd a oteviend v mnoziné F (A, B, L).
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6 Netuplné modalni prifazeni stavovou zpétnou vaz-
bou

V této kapitole se budeme zabyvat urc¢itym zobecnénim vysledkd predché-
zejici kapitoly. Toto zobecnéni spociva v tom, Ze budeme pozadovat, aby
matice dynamiky uzavieného systému byla podobna matici

ot

kde L je dand C¢tvercova matice, jejiz rozmér je mensi nez je dimenze sta-
vového prostoru a *-ky znaéi libovolné matice prislusnych rozméri. Tedy,
zatimco diive jsme se zabyvali zhruba feceno pfifazenim vsSech pdld, nyni
budeme zkoumat prifazeni jen urcéitého pocétu pdli pomoci stavové zpétné
vazby. Podobné jako dfive nalezneme explicitni formu vSech stavovych zpét-
nych vazeb spliiujicich uvedenou podminku.

6.1 Formulace problému

Uvazujme fiditelny systém (A4, B), A € R"", B € R™ "™, rankB = m a
matici L € R**% s < n. Pfedpoklddejme bez ztraty obecnosti (podobné
jako v kapitole 5), ze 0(A) No(L) = @. Definujme

Fs(A,B,L) 2 {F € R™": A+ BFje podobna matici [ g : ]}. (6.1)

Nasim tkolem je nalézt explicitni parametrizaci mnoziny F, (A, B, L) po-
moci minimélniho poc¢tu parametru.

6.2 Parametrizace F; (A, B, L)

Nejprve pro tplnost uvedme dusledek Rosenbrockovy véty (viz véta 5.1)
vyjastujici podminku, za niz je mnozina Fs (A4, B, L) neprazdna.

Véta 6.1 Necht (A, B) = {ui}",, v(L) = {v;}E_,, potom Fs (A, B, L) #
@ prave tehdy, jestlize k < m a pro vsechny j = 1,2,...,k plati

n—s+> (vi—pi)>0. (6.2)
i=1

Dtikaz: 1. Nechf plati (6.2). Oznaéme L = diag (L, L). Ziejmé matice L
lze zvolit tak, ze v(L) = {v1 +n — s,va,v3,...,v;}. Podle Rosenbrockovy
véty je (6.2) postacujici podminka k tomu, aby existovala matice F' takova,

7ze A+ BF je podobnd matici L. Tedy Fs (A, B, L) # .
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2. Necht 7 (A, B, L) # @, potom podle definice existuje matice F' takovd,
7e A+ BF je podobna matici L,

T __ L x nxn
L_[O *}GR : (6.3)

Snadno ovéfime, ze jestlize neplati (6.2), nemuze platit ani
J
> vi—pw)>0,j=12.k
i=1

kde 1,...,7 jsou takové, Ze plati v(L) = {172‘}?:17 k >k a L je ve tvaru
(6.3), nebot

J J
n—s—i—z ViEZﬂi,jzl,Q,...,k.
=1 =1

Tedy podle Rosenbrockovy véty nemuze byt matice A+ BF podobné matici
L. Coz je vsak spor. //

Nyni se budeme zabyvat parametrizaci Fs (A, B, L). Nejprve uvedeme
parametrizaci pomoci mn parametri a potom zredukujeme jejich pocet
na minimalni moznou mez.

Uvazujme maticovou rovnici

AX — XL+ BH =0, (6.4)
kde H € R"™*® a ozna¢me

Hs ={H € R™*°: rank X(H) = s}, (6.5)
kde X (H) znaci jediné feSeni maticové rovnice (6.4).
Véta 6.2 Necht 0(A)No(L) =@ a necht Fs (A, B, L) # &, potom plati:

(i) Pro skoro kaZdou matici H € R™*® md teseni X (H) maticové rovnice
(6.4) plnou sloupcovou hodnost; jingmi slovy Hs = R™*° — 0, kde ¥
je vlastni varieta prostoru R™*5.

(ii) Libovolny prvek F' € Fs (A, B, L) lze vyjadrit ve tvaru
FA2FHF)=H[X"(H)X(H)]"'X"T(H) + F, (6.6)

kde H € H,, X(H) je feseni maticové rovnice (6.4) a F € R™"
je vhodnd matice splniujici podminku FX(H) = 0. Obrdcené libo-
volnd matice F' ve tvaru (6.6) patii za vyse uvedenych predpokladi
do Fs (A, B, L).
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Dukaz: 1. Necht F' € F; (A, B, L), potom existuje regularni 7' € R"*", 7e

AT — TM + BFT = 0, (6.7)
L Z . . . .
kde M = 0y | @ Y, Z jsou vhodné matice. Ozna¢me T'= [ X,V ], X €
R™*, V € R""~% potom (6.7) pfejde na
AX — XL+ BFX =0 (6.8)
a
AV — XZ +VY + BFV =0. (6.9)

Z (6.8) plyne, ze existuje H = F'X takova, ze feSeni X (H) maticové rovnice
(6.4) ma plnou sloupcovou hodnost, tj. ze existuje H patfici do Hs. Odtud
jiz snadno plyne tvrzeni (i) dokazované véty. Déle z (6.8) plyne, ze F splituje
maticovou rovnici

H = FX(H) (6.10)

pro nékterou H € H,. Obecné Teseni této rovnice pro neznamou F' je dédno
vztahem (6.6) 4. Dokazali jsme tedy, Ze libovolny prvek F € F; (A, B, L) lze
vyjadrit ve tvaru (6.6).

2. Uvazujme systém S

St e t = Lz, z(0) =xo (6.11)
u = Hx,
ktery idi systém So
Sy 2= Az + Bu, 2(0) = 2 (6.12)

Situace je znazornéna na obrazku 3.1. Podle véty 3.1 plati
z(t) = X(H)x(t), t >0 (6.13)

za predpokladu, ze zgp = X (H )zo, kde X (H) je jediné Feseni maticové rovnice
(6.4). Nyni necht F' je ve tvaru (6.6), potom z (6.13) plyne

Fz(t) = {H[XT(H)X(H)] ' XT(H) + F}X (H)z(t) = Hz(t) = u(t)
(6.14)
Z (6.14) Plyne, ze chovani systému S se nezméni pro dany poc¢atecni stav zo,
jestliZe je Fizeni systému So dané vztahy (6.11) nahrazeno stavovou zpétnou
vazbou

u(t) = Fz(t). (6.15)

4Pro feseni F' s minimalni euklidovskou normou viz poznamka 6.2
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Ponévadz v predchozich tivahach nezalezelo na vybéru pocateéniho stavu
xo systému S; a ponévadz predpokladame, ze rank X(H) = s, existuje
vzhledem k platnosti (6.13) invariantni podprostor £ = Im X (H) matice
A + BF takovy, ze matice indukovana operatorem A + BF|L je podobné
matici L. Tim jsme dokézali, Ze libovolnd matice F' ve tvaru (6.6) patii
za uvedenych predpokladu do Fs (4, B, L).

Poznamka 6.1 Necht r1,r9,...,7,_s je baze ortogonéalniho dopliiku pro-
storu Im X (H), potom libovolnou matici F' € R™*" spliujici podminku
FX(H) = 0 lze vyjadfit ve tvaru

F = PR(H),

kde R(H) = [r1,...,7n_s]|T a P € R™"~¢ je libovoln4 matice. Parametri-
zace (6.6) lze nyni vyjadfit ve tvaru

F(H,P)=H[XT(H)X(H)|'XT(H) + PR(H), (6.16)
kde H € Hy a P € R™*"7% jsou libovolné.
Poznamka 6.2 7 dikazu véty 6.2 plyne, Ze

min|| F(H,F) | p = | F*(H) || p = || HIXT(H)X(H)]"'XT(H) || 5

kde [| W [ p = /220, [wi | je euklidovskd norma matice. Tedy F €

Fs (A, B, L) s minimélni euklidovskou normou je jisté ve tvaru

FH)=H[XT(H)XH)]'XT(H), H € H,.

Celkovy pocet (mn) navrhovych parametrti v parametrizaci (6.6) a nebo
(6.16) muzeme nyni redukovat obdobnym zpisobem jako v pfedchozi kapi-
tole. Vysledek je shrnut v nasledujici vété.

Véta 6.3 Necht Fs (A, B,L) # @, o(A)No(L) = @, v(L) = {v;}F_; Q(a) €
R™*¢ « € R", je libovolnd parametrickd matice prislusnd k L € R%*%. Ddle
necht X (a) je teSeni maticové rovnice

AX — XL+ BQ(a) =0 (6.17)

As £ {a € R": rank X(a) = s}.
Potom plati
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(i) Pro skoro kazdé o € R" ma reseni X (a) plnou sloupcovou hodnost, tj.
As =R" =9, kde ¥ je nékterd vlastni varieta prostoru R'.

(ii) Exzistuje hustd a oteviend podmnoZina F's mnoZiny Fs (A, B,L) ta-
kovd, Ze libovolnd matice F € F's lze vyjddrit prdvé jednim zpiisobem
ve tvaru

F=F(a,F)2Qa)|X"()X()] ' X" (a) + F, (6.18)

kde o € Ay a F € R™" je vhodnd matice spliiujict podminku FX(oz) =
0. Obrdcené libovolnd matice F ve tvaru (6.18) patii za vyse uvedenyjch
predpokladi do Fs (A, B, L).

(#ii) Pocet q volngch ndvrhovych parametri v parametrizaci (6.18) je ddn
vztahem

g=r+mn—s)=mn—v; —3vp—---— (2k — 1. (6.19)

Poznamka 6.3 Jestize L € R**% je cyklickd matice, potom vztah (6.19)
prejde na
qg=mn —s.

Tedy zhruba feCeno, jestlize pfifazujeme s riiznych pdli, pricemz na zby-
lych pdlech nam nezalezi, potom mame mn — s stupnt volnosti ve vybéru
zpétnovazebni matice.

Poznamka 6.4 Jestlize chceme nalézt F' € F (A, B, L) s minimalni eukli-
dovskou normou, potom v (6.18) musi byt F' = 0 (viz poznamka 6.2) a tedy
F staci hledat ve tvaru

F = F(a) = Q()[ X" ()X ()] X" (a),

kdea c R" a
r=ms—v; —3vg — - — (2k — 1.

Pro cyklickou L dostavame r = s(m — 1).

Priklad 6.1 Uvazujme systém podle obr. 6.1

u | 1 _
1+sjz

+ [mls
wn
-

obr. 6.1
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Jeho stavovy popis je

B FRIHEBE

Naleznéme vSechny stavové zpétné vazby pfifazujici uzavienému systému

pdl —3. Uzijme véty 6.2.
Reseni maticové rovnice

AX - XL+ BH =0

pro

je dano vztahem

Podle véty 6.2 jsou vSechny pozadované zpétné vazby ve tvaru

F@) = QIXTX] "+ F =2, 2]+ (50 50l

kde ¢ € R je navrhovy parametr. Snadno se presvédéime, ze | F(a) || %
nabyva minima (ve shodé s poznamkou 6.2) pro a = 0. Poznamenejme jesté,

7Ze pro a; = —% je
Fi 2 F(a1) =[-2,0]

aproagz%je
Fy = F(ag) = [0,4].

Rozlozeni polt pro vyse uvedené piipady je znédzornéno na obr. 6.2.

Im Im Im
Re 1,6 ] Re ] Re ]
3 2 A \ 3 2 A \ 3 2 \
a=0 0t=% u:%

- poly uzavieného systému

obr. 6.2
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7 Parametrizace regulatort konec¢ného poctu kroku

V kapitole 5 je FeSen obecny problém parametrizace mnoziny F (A, B, L)
vSech zpétnovazebnich matic pfifazujicich uzavienému systému zadanou
Jordanovu formu L. V této kapitole se budeme zabyvat dilezitym speci-
alnim piipadem, kdy L je nilpotentni maticem tj, néktera jeji mocnina je
nulova matice. Tento pripad se vyskytuje pfi navrhu stavovych zpétnova-
zebnich regulatori konec¢ného poctu krokii.

Uvazujme linedrni diskrétni systém

Tyl = Az, + Buy, (71)

kde z € R" je stavovy vektor, uxp € R™ je vektor fizeni a A, B jsou
realné matice prislusnych rozmeért. V dalsim budeme bez omezeni obecnosti
predpokladat, ze (A, B) je fiditelnd dvojice, A je regularni matice a matice
B maé plnou sloupcovou hodnost.

Problém stavovych regulatorti konec¢ného poctu krokii lze formulovat né-
sledovné: Naleznéte stacionarni zpétnovazebni matici F' takovou, Ze zakon
fizeni

up = Fay, (7.2)
prevadi libovolny stav xg v koneéném poctu kroki do pocatku stavového
prostoru. Dosazenim (7.2) do (7.1) obdrzime

Tpe1 = (A+ BF)Fu. (7.3)

Odtud plyne, ze mnozina vSech matic F' odpovidajicich regulatorim konec-
ného poctu kroki je dana pfedpisem

D(A,B) ={F € R™": (A+ BF)je nilpotentni }. (7.4)

Mnozina vSech nilpotentnich matic fadu n se vzhledem k relaci podobnosti
matic rozpadad na t¥idy ekvivalence. Za reprezentanty téchto tt¥id mtizeme
vzit matice v Jordanové kanonickém tvaru

Ny
L(k;V17V27"'7Vk) = Ny ) (75)

Ni

kde k € {1,2,...,n}, N; € R"*" je matice, jejiz naddiagonala obsahuje
jednotkové prvky a zbylé prvky jsou nulové. Navic budeme piedpokladat,
7e vy, > vy > ... >y, > 0a Zle v; = n. OvSem jen pro nékteré
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kyvi,va,. .., vy existuje F takova, ze A+BF je podobna matici L(k; v, ..., V).
Podle véty 5.1 jsou to prave ty k,vi,vs, ..., vk, pro které plati:

2.3 (i—m) >0, j=12..Fk (7.6)

kde o1, ., flm, 1 > p2 > o0 > i, Y oity fti = n jsou indexy Fiditelnosti
dvojice (A, B).

Je zfejmé, ze podminky (7.6) spliiuje pouze koneény pocet nilpotentnich
matic ve tvaru (7.5). Tyto matice budeme nazyvat pripustné pro dvojici
(A, B). Necht Lj, Lo, ..., L, jsou vSechny pfipustné matice ve tvaru (7.5),
potom ziejmé

w
D(A,B) =] F (4, B, L), (7.7)
i=1
kde F (A, B, L;) méa stejny vyznam jako v kapitole 5.

Tedy problém parametrizace D (A, B) pomoci minimalniho poé¢tu para-
metrd se rozpada na w jiz vyfeSenych problémi parametrizace disjunktnich
mnozin F (A, B, L;), 1 = 1,2,...,w. AvSak skutecnost, ze L; je nilpotentni
umoznuje explicitné vyjadfit parametrickou matici Q(«) pfislusnou k L;.
Daéle ukazeme, ze F (A, B, L(m; 1, o, - - - fim)), kde pi1, pia, - . ., fhyy jSou in-
dexy Fiditelnosti dvojice (A, B), je linedrni varieta (tj. nadrovina) v prostoru
R"*™ v8ech zpétnovazebnich matic. Uvedeny pfipad je zvlasté dilezity, ne-
bot odpovida zdkonu Fizeni (7.2), pfi némz je libovolny pocateéni stav xg
preveden do pocatku v minimalnim poctu kroki. Takovyto zakon Fizeni bu-
deme nazyvat regulator s minimdinim poctem krokd.

7.1 Explicitni tvar parametrické matice
Dokazeme nasledujici vétu:

Véta 7.1 Matice Q(a) € R™ "™, m > k, ve tvaru (7.8), kde pi, qi,...,v;
a zj jsou volné parametry Q(a) souhrné oznacené vektorovym parametrem
acR", r=mn—v; —3ve — - — (2k — 1)y, je parametrickd matice pii-
slusnd k matici L(k;v1, ... ,vg) ve smyslu definice 5.2.

Dukaz: Sloupce matice Q(«), jejichz poradi v Q(«) je L,vy +1,...,11 +
-+ vp_1 + 1 jsou linedrné nezavislé pro libovolné a € R" a tedy dvojice
(Q(a), L(k;v1,...,vk)) je pozorovatelnd pro vdechny o € R". Ovérent druhé
podminky definice 5.2 naznacime pro pripad n = 5, m = 4, k = 3, v; =
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3,5 =1, v3 =1. V uvedeném pripadé je

L=1L(3311) =

47



(8°2)

Uy —Uly

G oo 0 s o
tu Tuo 0 b eh
0 T 0 0 “'d ed
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Libovolnd matice Z zaménitelné s L je ve tvaru

[a b ¢ | u | v]
a b | |
a | |
= ————————— 5
fold ]z
I g | h | e

kde nevyznacené prvky Z jsou nulové. Podle (5.32) urcime, ze w(Z) =
{wit; =1{1,1,3,3,3}. Tvar (7.8) pro nas ptipad dava

1 0 0 0 0
e o 010
QI=1"0 & o o0 1

211 212 213 214 X215

Nyni snadno ovéfime, ze v i-tém sloupci Q(«) je m —w; = 4 — w; volnych
parametri, tedy postupné 3,3,1,1,1. Ovéfeni pro obecny pripad lze provést
analogickym zptusobem. //

7.2 Regulator minimalniho poc¢tu kroki

Jak jiz bylo uvedeno, matice F' € R™*™ realizuje reguldtor minimalniho

poétu krokti pravé tehdy, jestlize matice A + BF je podobna matici L £
L(m;py,..., pm) (viz (7.5)). Nasim cilem je ukdzat, ze mnozina F (A, B, L)
je nadrovina dimenze mn — 3 — 3pg — -+ - — (2m — 1)y, v prostoru R™*"
vSech zpétnovazebnich matic.

Nejprve pfipomenme, ze pro fiditelnou dvojici (A, B), u(A4, B) = {pi}i*q,
existuji regularni matice T' a V takové, ze

A = TAT ! (7.9)
B = TBY, (7.10)
kde
0 10 0 1
1 251
1 S 1 X
010 ...0
1
1_ M2
A_ 1 [ S X A X }
010 0
1 m
L L e T e x |
(7.11)
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0 0 07
d M1
1
0 \
_ M2
B = 0 (7.12)
1
0
0
i 1]

Nyni necht S € R"*" je matice rozdélena na bloky

S = [Sij]7SijeRHiXNjaiuj:LQa---am

01
Sy = ,i=1,2,....m

1
0 0
Boi X g
Si; = 0 proi <j (7.13)
0

Sii = pro ¢ > j,

0051 S

kde S1,. .., S, —p; jsou volnd blize neurcend reélna ¢isla. Upozornéme na sku-
tecnost, ze S je rozdélena na bloky stejnym zptisobem jako A v (7.11) a zZe
téZ nenulové prvky S lezi na pozicich odpovidajicich nenulovym prvkam A.

q = (p—p2) (1= pm) + (p2 = p3) + (2 —pom) -+ (=1~ pim) =
=mn —p1 — 32 — - — (2m — 1), (7.14)

Lemma 7.1 Libovolnd matice S ve tvaru (7.13) je podobnd matici L =
L(m;pr,. .., pwm) ve tvaru (7.5).
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Dtikaz: Snadno ovéiime, ze S* a L', i = 1,2,...,n maji stejné nenulové
sloupce a Ze nenulové sloupce obou matic S* a L? jsou linedrné nezavislé.
Odtud plyne, ze

rank L' = rank S, i =1,2,...,n. (7.15)

Ponévadz L a S jsou navic nilpotentni, je (7.15) nutna a postacujici pod-
minka k tomu, aby L a S byly podobné matice (viz [31, str. 39]). //

Nyni oznac¢me
S(A,B)={F e R™": A+ BFje ve tvaru (7.13)}, (7.16)

kde A a B jsou ve tvaru (7.11) a (7.12). Ponévadz

0 0
fo fio o fun
0 0
BF=| i k (7.17)
for fa2 ... fon
0 0
L f_ml fm2 fmn _

je zfejmé, ze volné prvky matice S ve tvaru (7.13) jednozna¢né uréuji matici
F', pro kterou plati
A+ BF =5. (7.18)

Tedy mnozina S (A, B) je jednozna¢né parametrizovana volnymi prvky ma-
tice S. Navic z (7.13), (7.17) a (7.18) plyne, Ze prvky f;; matice F zéavisi
linedrné na volnych parametrech S. Tedy S (A, B) je nadrovina dimenze ¢
v prostoru R"*" kde ¢ je ddno vztahem (7.14).

Nyni dokazeme, Ze jestlize

S(A,B) 2 {VFT : F € S(A, B)aV,T jsou regularni matice uréené
vztahy (7.9) a (7.10)},

potom plati

1. S(A, B) je nadrovina dimenze ¢q v prostoru R™*", kde ¢ je ddno vzta-
hem (7.14)

2. S(A,B) C F(A,B,L)
3. S(A,B) D> F(A,B,L)
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Prvni tvrzeni plyne jednoduse ze skutecnosti, ze V' a T' jsou regularni
matice. Je-li '€ S(A,B) a FF=VFT (A, B), potom plati

A+BF=A+BV'FT ' =TAT '+ TBVV 'FT-' =T(A+ BF)T™.

Odtud a z lemmatu 7.1 plyne, ze S(A,B) C F (A, B, L), tj. druhé tvr-
zeni. Ponévadz vSak dim S (A, B) = ¢ a podle véty 5.2 je lokalni dimenze
F (A, B, L) téz rovna g, tedy ziejmé S (A, B) D F (A, B, L). Vyse dokdzana
tvrzeni shrneme do véty udavajici hlavni vysledek této kapitoly.

Véta 7.2 Necht (A, B), A € R"" B e R"™™, je fiditelnd dvojice 1 (A, B) =
{piy, 1 > po > -+ > iy > 0 jsou indexy tiditelnosti dvojice (A, B) a
necht L & L (m;p1,...,ux) je ve tvaru (7.5), potom mnoZina F (A, B, L),
tj. mnoZina vsech zpétnovazebnich matic realizujicich reguldtor minimdlniho
poctu kroki, je madrovina dimenze q,

g=mn—p —3ug — - — (2m — 1), (7.19)
v prostoru R™*™,

Diusledek 7.1 Necht plati predpoklady véty 7.2 a necht Fy, Fi,...,F, €
F(A,B,L) a F\ — Fy, F, — Fy,...,F, — Fy jsou linedrné nezavislé matice,
potom kazdy prvek F' € F (A, B,L) lze vyjadiit pravé jenim zpusobem
ve tvaru

F:F()—I—ﬁl(Fl—F())—I—“'—i-ﬁq(Fq—F()), (720)

kde B1,...,53, € R.

Poznamka 7.1 Vztah (7.20) udavéa linedrni parametrizaci celé mnoziny
F (A, B, L) pomoci minimalniho po¢tu parametri. Tato parametrizace je
velmi vyhodné pro feseni problémi existence stavové zpétné vazby s omeze-
nim na strukturu nenulovych prvki realizujici reguldtor minimalniho poctu
krokt. Napiiklad pozadujeme, aby prvky fi i, ..., fi,j, matice F' ve tvaru
(7.20) byly nenulové. Tato podminka vede na soustavu linedrnich rovnic

O = B+ B+ Bt

(7.21)
0  _ (1) 2 (q)
i = Pligj, t Baligg, o+ Bafi,
proneznamé (31, ..., 3, kde fi(g-)l, ey i(;)]?q jsou prvky matice Fp a fi(ll?lv ey fi(Z>q
jsou prvky matice Fp — Fy, k = 1,2,...,q. Podminka feSitelnosti této sou-

stavy je soucasné podminkou fesitelnosti vySe uvedené tulohy.

Poznamka 7.2 Véta 7.1 a véta 7.2 zluistavaji v platnosti, jestlize jsou v nich
matice L (k;vq,...,vx) a L(m;u1,...,uy,) nahrazeny po fadé maticemi
L(kjvi,...,vx) +~vI a L(m;p,...,pum)+ I, kde v € R je libovolné.
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Poznamka 7.3 Materidl uvedeny v této kapitole byl poprvé publikovin
v autorové ¢lanku [36]. Prace [37] a [38] vyuzivaji tam uvedené vysledky
k Teseni nékterych dalsich problému syntézy.

Priklad 7.1 Necht

1 100 11
0111 1 0
A= 010 0}’ B= 01
1 0 01 1 0
Zde je n(A,B) ={3,1},¢=2-4-3-3-1=2,
0100
0 010
L=1L(23,1) = 000 0l
00 0O
1 00
Q(O‘)_[r 0 0]
Reseni maticové rovnice
AX — XL+ BQ(a)=0
je dano vztahem
-1 —r 2r—s—1 0

-r —s+r—1 s-3r+1 -1

X =1,1 s 341 5r-35-3 1
0 r s—r—1 0
a
det X () = r2.

Parametrizace skoro celé mnoziny F (A, B, L) je podle véty 5.2 dana vzta-
hem
2 2

0 - - —2r2
Fla)=2% 9 i " (7.22)
" —2r24s—r+1 ¢ —s5+1r—1 —s+224r—1 —s+3r2-1

PoloZzime-li )

+.3 -
1

+ =,

b =

By = -

potom z (7.22) obdrzime linearni parametrizaci F (A, B, L) (jejiz existence
je zarucena vétou 7.2):

I e
m|<”
S

0 -1 -1 -2

F(B1,52) = 24061 1—=81 2—B1 3—052 |’
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kde 31,82 € R jsou libovolné. Pro 1 = 2 a (3 = 3 dostavame

0 -1 -1 -2

FR3)=14y 1 o o |

coz je matice pat¥ici do F (A, B, L) a soucasné obsahujici maximalni pocet
nulovych prvki.
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Yev Ve

8 Neuplné modalni prifazeni vystupni zpétnou vaz-
bou

A7 dosud jsme se zabyvali pfifazenim spektralnich vlastnosti matici dyna-
miky uzavieného systému pomoci stavové zpétné vazby. Velmi casto vask
nemame k dispozici cely stav systému, ale pouze jeho nékteré slozky, pii-
padné nékteré linedrni kombinace téchto slozek. V takovémto pripadé je
pfirozené fesit tlohu pfifazeni alespon uréitého poétu péla. Davison [13],
(1970) ukézal, ze pomoci p skalarnich linearné nezavislych vystupu lze s li-
bovolnou piesnosti pfitadit p polt, za predpokladu, Zze uvazovany systém je
fiditelny a pozorovatelny. V této kapitole je podan novy dikaz podobného
tvrzeni.

Na jeho zakladé je navrzen algoritmus vypoctu, ktery se velmi podoba
algoritmim uvedenym v kap. 5 a méa zfejmé prednosti pfed vypocetni meto-
dou navrzenou Davisonem [39]. Vysledky této kapitoly soucasné tvoii zéklad
pro nasledujici dvé kapitoly.

Uvazujme linedrni stacionarni systém

z(t) = Ax(t) + Bu(t)

y(t) = Cux(t), (8.1)
kde z(t) € R", u(t) € R™, y(t) € R? a A, B, C jsou realné matice piislus-
nych rozmért. Uzijeme-li vystupni zpétnou vazbu

u(t) = Ky(t), (8.2)
potom uzavieny systém je ve tvaru

z(t) = (A+ BKC)x(t). (8.3)

Necht L € R**% s < p, je libovolné redlnd matice spliiujici predpoklad
o(L)yNno(A) =o.
Definujme

K (C,A,B,L) 2 {K € R™?: A+ BKC je podobna matici { g I ]},
(8.4)

kde *-ky znaci libovolné matice prislusnych rozmért. Nasim cilem je nalézt
podminku, za niz je K5 (C, A, B, L) neprazdnd mnozina pro skoro kazdou
matici L € R®**® a v takovémto pripadé nalézt vztah pro vypocet K €
Ks(C, A, B, L) v parametrickém tvaru.

Pouzity pristup k feseni je obdobny pfistupu uzitého v predchozich ka-
pitolach. Uvazujme maticovou rovnici

AX — XL+ BH =0, (8.5)
kde H € R™*%; matice A, B, L. maji dfive uvedeny vyznam. Oznacme

X(H) € R™* jediné feseni maticové rovnice (8.5).
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Lemma 8.1 Necht (C,A,B), C € RP*", A € R"™*" B € R"™™ je systém,
pro ktery plati
rank [CB,CAB,...,CA" 1B] > s, (8.6)

potom pro skoro kaZdou dvojici (H,L), H € R"™*5, L € R%*% plati

rank CX(H) = s. (8.7)

Dukaz: Podle véty 3.6 je explicitni FeSeni maticové rovnice (8.5) dano vzta-
hem

Pr1lm oo pilm Im I
: . . HL
X(H)=[B,AB,..., A" 'B] . [pa(L)]~%,  (8.8)
plIm ' :
Im 0 HLn—l

kde pa(A) = A" + pi A"~ + ... + p, je charakteristicky polynom matice A.
Z (8.8) plyne, ze rank CX (H) = s pravé tehdy, jestlize matice

pn—llm . e plIm Im H
: R HL
M=[CB,CAB,...,.CA""1B] ) (8.9)
p1lm ' :
Im 0 HL"

mé plnou sloupcovou hodnost (pfedpokladame o(A) No(L) = @). Z pred-
pokladu (8.6) plyne, Ze sou¢in R prvych dvou matic pravé strany (8.9) ma
hodnost vétsi nebo rovnou s, tedy

H
HL
M=R ) , R e RP*M™ (8.10)
HLn—l
rank R > s (8.11)

K dokonceni dikazu stac¢i ukazat, ze z platnosti (8.10) a (8.11) plyne,ze pro
skoro kazdou dvojici (H, L), H € R"™** L € R**® plati rank M = s.
Za tim ucéelem polozme a = [1,1,...,1]7, L = diag (A1, Xa,...,As) a

utvofme posloupnost vektord aq,as, ..., an, € R® nasledovné:
1 At Apmt
nm—1
A 1 A A2 A rnm—1 )\2
ag=a=| . |,a=La= . ey O = L a=
-1
1 As Anm

(8.12)
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Nyni dokazeme, Ze lze zvolit A1, Aa,...,As tak, Ze libovolnych s vektort
posloupnosti (8.12) je linearné nezévislych. Uvazujme (") determinanti

ALOAR LT
11 12 1s . . .
det Ay A A =AT A AT+ (8.13)
Ao \2 NG
kde 0 < i1 < i9 < ... < 15y < nm — 1. Zfejmé kazdy z determinanti
8.13) je roven polynomu v Aq, Ao,...,As, ktery neni identicky rovny nule
J poly y y y

(snadno ovéfime, Ze napiiklad vyznaceny ¢len v (8.13) nemutize byt zrusen).
Utvorime-li sou¢in vSech determinantu (8.13), obdrzime zfejmé opét poly-
nom v A1, Ag,...,As, ktery neni identicky rovny nule. Tedy dale budeme
predpokladat, ze libovolnych s vektort posloupnosti (8.12) je linedrné neza-
vislych. Navic tato vlastnost zlistane ziejmé v platnosti i pfi malych zménach
AL, A2, As.

Nyni definujeme matici H = [hq, ha, ..., hn ]’ nasledovné:

A A A A
h1 = ai, h2 = ant1, b3 = agni1s -+ b = Qn—1)nt1-
Snadno ovéfime, ze fadky matice

H
HL

pE . (8.14)
HLn—l

jsou tvofeny pravé vSemi vektory posloupnosti (8.12) a tedy libovolnych s
fadek této matice je linedrné nezavislych. Podle Cauchyova—Binetova vzorce
pro vypocet determinantd plati

det M = Y detR(ji,....js; k1,... ks)det P(ky,... . k),  (8.15)
k1,..,ks

kde M € R**® je podmatice M, R(j1,...,js; k1,...,ks) je podmatice R
obsahujici fadky ji,...,Jjs a sloupce ki,...,ks a P(ki1,...,ks) je podmatice
P obsahujici fadky k1, ..., ks. Z (8.11) a z vlastnosti matice P plyne, Ze pro
vhodny vybér fadkovych indexid ji,...,Jjs je alespori jeden ¢len v rozvoji
(8.15) rizny od nuly. Na zakladé vlastnosti P dale snadno ovéfime, Ze tento
¢len nemuze byt identicky zrusen nékterym dal$im ¢lenem rozvoje (8.15).
Tedy p¥ipadnou malou zménou Aq, Aa, . . . , As 1ze dosdhnout toho, Ze det M #
@. Tedy rank M > s. //

Véta 8.1 Necht (C, A, B), C € RP*™ A c R™™, B € R™™. Jestlize
rank [CB,CAB,...,CA"1B] > s, (8.16)

potom plati
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(i) Mnozina Ks(C, A, B,L) je neprazdnd pro skoro kaZdou matici L €
RSXS'

(i) Necht
K=KHK)2H[(CXH) CXH) ] (CXH) +K, (8.17)

kde X(H) je Feseni maticové rovnice (8.5) a K € R™*? je libovolnd
matice spliugici podminku KCX(H) = 0, potom vztah (8.17) md
smysl pro skoro kaZdou dvojici H € R™** L € R%*% a matice K
definovand timto vztahem patii do Ky (C, A, B, L).

Dukaz: Podle lemmatu 8.1 je rank CX(H) = s pro skoro kazdou dvojici
(H,L); tedy inverze matice (CX(H))'CX(H) vyskytujici se v (8.17) je
definovana téz pro skoro kazdou dvojici (H, L). Déle je-li K ve tvaru (8.17),
potom plati

(A+ BKC)X(H)=AX(H) + BH[CX(H)"CX(H)|"Y(CX(H))'CX(H)
+BKCX(H) = AX(H)+ BH = X(H)L.

Odtud plyne, ze Im X (H) je invariantni podprostor matice A+ BKC' a zob-

razeni reprezentované matici A + BKC ma tedy ve vhodné bazi maticovou
*

0
Odtud plyne, ze K € Ks(C,A,B,L). Tim jsme dokazali obé tvrzeni
véty. //

reprezentaci [

Poznamka 8.1 Tvrzeni (i) véty 8.1 implikuje, ze pro skoro kazdou syme-
trickou® mnozinu A = {1, \a,...,\s} komplexnich é&isel existuje matice
K € R™*P takova, ze A C o(A+ BKC).

Poznamka 8.2 Véta (8.1) zesiluje Davisontv vysledek [13] ve dvou smé-
rech:

1. Pro platnost tvrzeni (i) nevyzaduje, aby systém (C, A, B) byl uplny, tj.
soucasné Fiditelny i pozorovatelny.

2. Vztah (8.17) davé jistou volnost ve vybéru K(H,K) € K, (C, A, B, L)

v zévislosti na volbé H a K. Ve srovnani s Davisonovym algoritmem je tato
volnost obecné vétsi. Nicméné otazku parametrizace celé mnoziny K, (C, A, B, L)
véta 8.1 nefesi. Snadno lze vSak ukazat, ze libovolny prvek K € K4 (C, A, B, L)
lze vyjadrit ve tvaru

K=KMHK)=H[CXH)F +K, (8.18)

SMnozinu A nazjvame symetrickou, jestlize o + iw € A implikuje o — iw € A.
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kde jednotlivé symboly maji stejny vyznam jako ve vété 8.1 a [CX(H)]”
zna¢l pseudoinverzni matici ve smyslu Penrose-Moore. Bohuzel vSak ne
kazda matice K ve tvaru (8.18) patii do K (C, A, B, L).

Poznamka 8.3 Uvazujme specidlni ptipad, kdy pocet vystupt p systému
(C, A, B) je roven dimenzi s matice L, tj. p = s a necht

rank [CB,CAB,...,CA" 1B] = s,
potom (8.17) ptejde na
K=K(H)=H[CX(H)]™" (8.19)

Poznamka 8.4 V (8.17) a (8.19) lze podobné jako v kapitole 5 redukovat
pocet navrhovych parametri obsaZenych v matici H. Uvazujme napfiklad
vztah (8.19) pro H = HZ, kde Z € Z(L), potom plati

KH)=H[CXH)| ' =HZ[CX(H)Z|' =HzZ'[CX(H)]™' = K(H)

Tedy podle lemmatu 5.4 lze bez praktického snizeni volnosti v navrhu na-
hradit matici H v (8.17) a (8.19) parametrickou matici Q(«) pfislusnou k L.

Na zakladé véty 8.1 a poznamky 8.4 je sestaven nasledujici algoritmus
pro vypocet skoro kazdé K € Ks(C,A,B,L), v némz a € R" a K jsou
vektorové navrhové parametry.

Algoritmus 8.1 :

Krok 1: Uréi L € R***, s <n, 0(A) No(L) = &, v redlném Jordanové
tvaru.

Krok 2: Uréi parametrickou matici Q(«) pfislusnou k L.

Krok 3: Zvol o € R" ndhodné (nebo jinak).

Krok 4: Nalezni feSeni X (o) maticové rovnice AX — XL+ BQ(a) = 0.
Jestlize plati (8.16), potom s pravdépodobnosti jedna plati C X («) =
s.

Krok 5: Zvol K € R™*? tak, 7e plati KCX (o) = 0. (V tomto kroku méame
m(p — s) stupiit volnosti ve vybéru K viz pozndmku 6.1.)

Krok 6: Vypoéti K(a, K) = Q(a)[ (CX(a)TCX ()] (CX ()T + K.

Priklad 8.1 Uvazujme systém podle obr. 8.1. Jeho stavovy popis je

10 0 0 0 1
1 -3 0 0 0 0100
A=l 0 1 1 0 |0 B0 C‘{0001]
0o 0 1 -1 0
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s+10| |s+3 l (s + 1) J
\2 Y,

obr. 8.1

Pozadujeme nalézt statickou zpétnou vazbu od vystupu, jmenovité od y;
a y9 tak, aby mezi pdly uzavieného systému byly pdly —2 a —2.5. Tedy
zvolme

-2 0
a uzijme algoritmus 8.1. ReSeni maticové rovnice

AX - XL+BQ=0

je
0.125 0.133
Y 0.125 0.266
-0.125  —0.177

0.125 0.1851852

a pozadovanou zpétnou vazbu K urcime podle vztahu
K=Q[CX]!'=[035 0.65].
Pély uzavieného systému jsou —10.0627, —2.5, —2.0, —0.43625.

Priklad 8.2 Uvazujme regulacni obvod znézornény na obr. 8.2, ktery se

L 124 v , . Y 1 .
sklada z fizeného systému s prenosem Gt @ PID regulatoru.

k, u | 1 1 z
47—‘ kp+7s+ SkD (S ¥ 4)4 s+ 1 >
obr. 8.2

Nasim cilem je urcit parametry reguldtoru k,, kr a kp tak, aby uzavieny
regulacni obvod mél tii zadané dominantni poly. Snadno se presvédcime, ze
tato tloha lze prevést na nasledujici modalni lohu fesSenou v této kapitole.

4 0 0 0 0 0 1
1 =4 0 0 0 0 0
0000
0 1 -4 0 0 0 0
A_001—400’b_0’c_888(1’
0 0 0 1 -10 0
0 0 0 0 1 0] L0 |
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T = Ax+bu
= Cu, (8.20)
kde y = [2z(t), fot 2(r)dr, £2(t)]7 a z(t) a u(t) maji stejny vyznam jako

na obr. 8.2. Statickd zpétna vazba K od vystupu y systému (8.20) obsahuje
jeko své prvky parametry regulatoru k,, kr a kp. Konkrétné

K =[—kp,—kr,—kp].

Nalezneme-li tedy zpétnovazebni matici K, kterd pfifazuje zadané domi-
nantni pdly systému (8.20) mame vyfeSenou i puvodni tlohu. Uzitim algo-
ritmu 8.1 pro systém (C, A, B) a

1.5 0 0
L= 0 —-12 12|, Q@=][111]
0 —-12 1.2
obdrzZzime
K =[-306.475 —218.225 — 94.3069]
tj.

k, = 306.475; k; = 218.225; kp = 94.3069.
Poly uzavieného systému jsou —5.906 £+ ¢2.082; —1.288; —1.5; —1.2 £:1.2.
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9 Uplné prifazeni pélt vystupni zpétnou vazbou

V této kapitole uzijeme vysledky pfedchozi kapitoly k tplnému pritazeni
polt pomoci vystupni zpétné vazby. Piresna formulace této tlohy je nasle-
dujici:

Je dan systém (C, A, B), C € RP*" A € R"™" B € R"™ a symetricka
mnozina A = {A1, A2, ..., A\, } n komplexnich ¢isel. Naleznéte zpétnovazebni
matici K € R™*P takovou, Ze plati

o(A+ BKC) = A. (9.1)

Pro splnéni podminky (9.1) pro libovolnou A je zfejmé nutné, aby platilo
mp > n. Bohuzel tato podminka (pfi omezeni na realné matice K) neni
postacujici [17]. Kimura vSak dokédzal nésledujici vétu [18], (1975).

Véta 9.1 Necht systém (C, A, B), C € RP*", A € R"™", B € R"™"™ rankC =
p, rank B = m, je Tiditelny a pozorovatelny a necht plati

m+p—12>n, (9.2)

potom pro skoro kazdou symetrickou mnoZinu A n komplexnich cisel existuje
K € R™? takové, Ze 0(A+ BKC) = A.

Algoritmy pro vypocet K spliujici podminku (9.1) jsou uvedeny na-
ptiklad v [19], [20], [40]. Spole¢né zakladni idea téchto algoritmi spociva
v tom, Ze prifazeni poli se provadi ve dvou krocich; v prvém kroku prira-
dime ¢ast polt a ve druhém kroku prifadime zbyvajici pdly, piicemz pdly
prifazené v prvém kroku nezménime. V obou krocich se k pfitfazeni pouziva
zpétnovazebni matice s jednotkovou hodnosti a tedy pro vyslednou matici
K plati rank K < 2. Tato skute¢nost (v pfipadé min (p,m) > 2) omezuje
podstatnym zptsobem tridu matic K, které mohou byt témito algoritmy
urceny.

Cilem této kapitoly je navrh nového algoritmu fesiciho problém prifa-
zeni vSech pdlu vystupni zpétnou vazbou za podminky (9.2), ktery nemé
vyse uvedené omezeni, tj. hodnost vypocetni matice K je omezena pouze
podminkou rank K < max (p, m).

V dalsim budeme ptredpoklddat, ze 0(A) N A = & a ze A muze byt roz-
lozena na dvé symetrické mnoziny Ay a As obsahujici poradé p—1>1am
komplexnich ¢isel. Poznamenejme, ze 1ze ukazat, Ze tyto predpoklady neo-
mezuji obecnost feSeného problému. Déle budeme piedpokladat, ze jsou spl-
nény vSechny predpoklady véty 9.1. Nejprve navrhneme algoritmus ve formé
vhodné pro jeho ovéfeni.
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Algoritmus 9.1 :

Krok 1: Uréi K1 € Kp—1 (C, A, B, Ly), kde L; € RP~DX(~1) je takova,
ze O'(Ll) = Al.

Krok 2: Poloz A1 = A+ BK;C a urdi 0 # £ € RP tak, ze vSechna vlastni
¢isla matice A patiici do A; jsou pro dvojici (€7'C, A1) nepozorova-
teln4 a ostatni vlastni éisla A; jsou pro dvojici (€7C, A1) pozorova-

telna.
Krok 3: Uréi KT € K, (BT, AT, CT¢, Ls), kde Ly € R™ ™ je takova, Ze
O'(LQ) = AQ.

Krok 4: Uréi K = K1 + Ko7,
Plati nasledujici véta:

Véta 9.2 Za vyse uvedenych predpokladi maji vsechny kroky algoritmu 9.1
resent pro skoro kazZdou symetrickou mnoZinu A a matice K urcend timto
algoritmem splriuje podminku (9.1).

Dukaz: Podle véty 8.1 ma krok 1 a krok 3 za uvedenych piedpokladi fe-
Seni pro skoro kazdé Li a Ls, tj. pro skoro kazdou symetrickou mnozinu A.
Ponévadz krok 4 je trividlni, zbyva ukazat, ze téz krok 2 mé feseni pro skoro
kaZzdou symetrickou mnozinu A. Za tim ucelem predpoklddejme bez omezeni

obecnosti®, Ze A; ma vesmés riizna vlastni éisla D S P VS T (P
Necht v1,v2,vp—1 @ w1, wa,...,wy, jsou vlastni vektory prislusné po radé
k vlastnim ¢islim Aq,...,A\p—1 @ 71,...,7m. Podminky kladené na vektor

¢ € RP v kroku 2 Ize nyni vyjadfit takto:

TCv;=0,i=1,2,...,p—1 (9.3)

'Cw; £0,i=1,2,...,m. (9.4)

Soustava (9.3) ma ziejmeé vzdy feSeni £ # 0. jestlize neexistuje zadné takové
feSeni spliujici soucasné (9.4), stac¢i provést malou zménu v Ai,..., A\p—1,
abychom dosahli i platnosti (9.4). Pfesny dtikaz posledniho tvrzeni je kom-
plikovany, ackoliv intuitivné je véc zfejma. Ovéreni skutecnosti, Ze matice
K urcend algoritmem 9.1 je jednoduché. //

Nyni uvedeme podrobny algoritmus realizujici kroky 1 - 4 algoritmu 9.1
pomoci véty 8.1 a algoritmu 8.1.

6Jestlize (C, A, B) je fiditelny a pozorovatelny, potom pro skoro kazdé K € R™*? m4
matice A + BKC vesmés ruzna vlastni éisla [49].
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Algoritmus 9.2 :

Krok 1: Uréi Ly € RP=DX(P=1) v redlném Jordanové tvaru tak, ze o(L1) =
A;.

Krok 2: Uré parametrickou matici Q1(a) € R™*®P=1 o € R™ piislusnou
k L.

Krok 3: Zvol a € R™ nahodné (nebo jinak).

Krok 4: Nalezni feSeni X1 () € R™*(P~1) maticové rovnice

AXG — XL+ BQl(Oé) = 0.

Krok 5: Vypotti K1 = Ki(a) = Q1(a)[(CX1 ()" C Xy ()] 7H(C X1 ()"

Krok 6: Urci feseni soustavy linearnich rovnic

p—1
Y X ()& = —CI X1 ()6,
i=1
pro nezndmé &;, ¢ = 1,2,...,p—1, kde &, # 0 je libovolné konstanta
napf. {, =1 a CZ-T, i=1,2,...,p jsou fadky matice C. Poloz (T =
[617527' .. 75]3]'
Krok 7: Uréi Ly € R™* ™ v redlném Jordanové tvaru tak, ze o(Ly) = As.
Krok 8: Poloz h =[1,...,1]7 € R™, Ay = A+ BK,C.
Krok 9: Nalezni feseni X5 maticové rovnice

AT Xy — XoLo + CTenT = 0.

Krok 10: Vypoéti ¢KT = ¢nT(BTXx2) ™.
Krok 11: Vypoéti K = K(a) = K1 + Ka¢7T.

Poznamka 9.1 Snadno lze ovéfit, Ze cely zdroj volnosti ve vybéru matice
K spociva ve vybéru navrhového parametru o € R™. Tedy jestlize L1 je
cyklickd matice, potom algoritmus 9.2 nabyva r; stupnit volnosti ve vybéru
matice K, kde 71 je dano vztahem

ry=(m—1)(p—1). (9.5)
Jestlize navic plati m 4+ p — 1 = n, potom je
ri=(m—-1)(p—1)=mp—(m+p—1)=mp—n,

tj. pocet stupiiii volnosti ve vybéru K je o n mensi, nez je pocet prvkd matice
K. 7 této skutecnosti lze usuzovat, ze algoritmem 9.2 lze urcit vSechny
(nebo alesponi skoro vSechny) K spliujici pozadavek o(4A + BKC) = A
za predpokladu, ze m +p —1=n.

Je zajimavé, 7e jestlize pouzijeme algoritmus 9.2 pro systém (BT, AT, OT)
obdrzime stejny pocet stupiiii volnosti ve vybéru K7.
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Poznamka 9.2 V kroku 5 a 10 algoritmu 9.2 muze dojit k potizim pfi
vypoctu inverzni matice. Jestlize je pfislusna matice v kroku 5 singulérni a
nebo blizka k singuldrni matici, potom je nutny navrat na krok 3. Jestlize
podobna situace nastane v kroku 10, je vhodné se vratit nejprve zpét na krok
3 a jestlize to nepomtize, je nutné provést malou zménu v pozadovanych
pélech A a opakovat cely vypocet.

Poznamka 9.3 Jestlize m+p—1 < n mizeme algoritmus 9.2 vyuzit k pfi-
fazeni m + p — 1 pdld, ackoliv v tomto pfipadé muze algoritmus selhat i
po modifikaci A. Selhani algoritmu je vSak velmi nepravdépodobné [19].

Poznamka 9.4 Algoritmus 9.2 mtZe byt uzit k iplnému pfifazeni pélia po-
moci dynamického kompenzatoru. Jestlize je totiz m +p—1 < n, rozsifenim
systému (A, B, C) o kompenzator fadu g se zvétsi pocet vstupt, pocet vy-
stupti a fad systému o ¢q. Tedy podminka pro vyuzitelnost algoritmu 9.2 pro
aplné prifazeni je
m+q+ptg-—1=2n+tyq
neboli
m+p+qg>n+1.

Odtud plyne, ze fad kompenzatoru ¢ musi byt alesponn n —m —p + 1.

Priklad 9.1 Uvazujme systém (obr. 9.1),

U1 U2
1 1 1
S & s ] s
"Y1 Y
obr. 9.1
jehoz stavovy popis je
= Ax+ Bu
y = Cu,
kdez e R} ueR?2 yecR?a
0 11 0 0
=00l m=f1o] oo[200]
0 00 01

Ponévadz m+p—-1=2+4+2—-1=3 > n = 3, lze vyuzit algoritmus 9.2
k Uplnému prifazeni pdli. Necht pozadované pdly jsou —1; —1 & i, potom
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algoritmus 9.2 udéva nasledujici postup:

Krok 1:
Krok 2:

Krok 3:
Krok 4:

Krok 5:

Krok 6:

Krok 7:
Krok &:

Krok 9:

Krok 10: EKT

Ly =[-1]
o[}
a=20

Reseni maticové rovnice AX7 — X1L; + BQ1(a) = 0 je ve tvaru

Xi(a)=[1, -1 —a), —a]T

P 1 —(1-a) ] _[05 —05
"0 | a —a(l—a) | | 0 0
'=[1-a),1]=[11]
-1 1
ne[ 0]
0 1 1
X e ] 0 1 1
Al = 1+(1—O¢)2 1+((1—O¢)2 = 0.5 =05 1
a —a(l—a
1+(1-)?  1+(1-«)? 0 0 0 0

Reseni maticové rovnice AT Xy — XoLo + CT¢RT =0 je pro a =0
ve tvaru

—0.1538  —0.769
Xo=| —0.1538 —0.769
—0.6153  0.923
[ -25 -1
T —25 -1

Krok 11: Hledana vystupni zpétna vazba je

-2
-1

e

Zvolime-li v kroku 3 jinou hodnotu pro navrhovy parametr «, obdrzime sa-
moziejmeé jinou zpétnovazebni matici K. Na obr. 9.2 je zndzornéna zavislost
prvkt matice K na navrhovém parametru a.
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20+ K K4

obr. 9.2
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10 Prirazeni poli pomoci dynamického kompen-
zatoru

V této kapitole ukazeme, jak lze vyuzit vysledki kapitoly 8 k navrhu dyna-
mického kompenzatoru metodou, kterou navrhli Ahmari a Vacroux [41].
Uvazujme spojity fiditelny a pozorovatelny systém

r = Ax+ Bu
— Cu, (10.1)

kde A € R™ " je cyklickd matice, B € RV*™ a C' € RP*™. Zvolme vektor
b € Im B takovy, ze (C,A,b) je fiditelny a pozorovatelny systém (to lze
za uvedenych predpokladti vzdy provést [28]) a uvazujme zpétnovazebni
systém tvoreny systémem (C, A,b) a kompenzatorem Fadu ¢ ve tvaru

q—1 q
v(g) + > A = =" By, (10.2)
=0 i=0

kde A; jsou konstanty a B; jsou fadkové vektory dimenze p. Tento zpétno-
vazebni systém je tedy popsan nasledovné:

t = Ax+ By

’f)l = V2
’f)g = U3 (10.3)
Vg = w

q-1 q
w = =Y Awi1— Y By
=0 i=0
Dosadime-li do (10.3) za y(;) z (10.1) obdrzime:

i = AZ+ Bw
Cz (10.4)
w = I_(g,

N
Il
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kde

X
I S TA b 0
z = e A= 0| 7
| Yq
[0 1 0
Fo= ' . B=|:
1 0
1
S e
R 7
-C 0 0
_ —CA el 0
C1 = ) . .
| —cA1 —cAlYp  —Cb

K = [B()Bl BqA()Al Aq—l]-

Vsimnéme si, ze rovnice (10.4) pfedstavuji fiditelny a pozorovatelny systém
(C, A, B), u kterého je zavedena statickd vystupni zpétnd vazba K a Ze
vSechny prvky K jsou p¥imo tvofeny parametry kompenzéatoru (10.2). Tedy
vypocet parametrti kompenzatoru je pfeveden na vypocet statické vystupni
zpétné vazby. Snadno ovéiime, ze

s 2 rankC = q+rank [CT,ATCT ... (AT)'CT). (10.5)

Podle véty 8.1 lze tedy s libovolnou presnosti prifadit s pfedepsanych pdla
uzavieného systému (10.4) pomoci vystupni zpétné vazby K. Piislusny vy-
pocet K mizeme provést algorimem 8.1.

Poznamka 10.1 Jestlize ¢ = min (q., qo), kde ¢, a go jsou po Ffadé nejmensi
prirozené cisla takova, ze

rank|[B,AB,...,A*B] = n (10.6)
rank [CT,ATCT, ... (ATY*CT] = n, (10.7)

potom podle vySe uvedeného existuje kompenzator radu g takovy, ze ¢ + n
polt uzavieného systému muiize byt pfifazeno s libovolnou piesnosti. Toto
tvrzeni dokazali Brash a Pearson [12]. Poznamenejme, Ze ¢isla ¢. + 1 a go +
1 se nazyvaji po fadé index fiditelnosti a index pozorovatelnosti systému
(C, A, B).
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Poznamka 10.2 Jak bylo uvedeno v poznamce 9.4, algoritmus 9.2 umoz-
nuje prirazeni vsech polu uzavieného systému pomoci kompenzatoru Ffadu
qg1 = n—m —p-+ 1. Metoda popsana v této kapitole umoznuje stejné pii-
Fazeni provést pomoci kompenzatoru fadu g = min (q.,qo), kde ¢, a qo je
g5 = min([ 7] =1, [2] —1), kde [z] znac¢i nejmensi celé éislo vétsi nebo
rovné x. Porovnani g; a g5 je pro systém 8. fadu uvedeno v nésledujici ta-

bulce. V ordmované ¢asti tabulky plati ¢; < ¢3.

n==_§
m
P 1 2 3 4 3) 6 7 8
4 a=7 6 5 4 3 2 1 0
=7 3 2 1 1 1 1 |0
2 6 S) 4 3 2 1 0 0
3 3 2 1 1 1 1 0
3 5 4 3 2 1 0 0 0
2 2 2 1 1 1 1 0
4 4 3 2 1 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1 1 0
5 3 2 1 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1 1 0
6 2 1 0 0 0 0 0 0
1 1 11 1 1 1| o
7 1 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1 1 0
8 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
Priklad 10.1 Necht pfenos Fizeni soustavy je G(s) = %. Méame na-
vrhnout dynamicky kompenzator G¢(s) 1. fadu
Bls + Bo
Colo) = =72,
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tak, aby vSechny t¥i pdly zpétnovazebni smycky znazornéné na obr. 10.1
leZely v zadanych bodech komplexni roviny.

Q@—Y 1 G(s) Y,
G,(s)
obr. 10.1

Stavovy model pfenosu G(s) je

t = Az +bu (10.8)
y = Cu,

kde

1 0 0
c = [01].

o [ []

V piislugném systému (10.4) maji matice A, B a C nésledujici tvar

—25 0 2500 0
A = 1 0 0 , B=1]0
. 0 0 0 1
[0 -1 0
C = | -1 0 0
0 0 -1

Pozadujeme-li poly —50; —30 £ ¢ 50, obdrzime

K =[ByB; Ag] = [68.01.7185.0].

Tedy hledany kompenzator je ve tvaru

_ 1.71s+68 1 1+40.025147s
 s+85 1.251+4+0.011764s"

Ge(s)
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11 Numerické algoritmy

V této kapitole se budeme zabyvat numerickou realizaci dfive navrzenych al-
goritmil pro vypocet zpétnovazebnich matic. Jadrem navrzenych algoritmut
je vzdy Teseni Sylvesterovy maticové rovnice. Z tohoto divodu uvedeme tii
numerické metody pro feseni této rovnice. Prvé dvé jsou prevzaté z lite-
ratury a jsou obecné povazovany za to nejlepsi, co existuje. TTeti metoda
sice nesplnuje vsechny pozadavky na kvalitni numericky algoritmus, zato
je vsak velmi jednoduse programovatelna a hodi se tedy i pro malé osobni
pocitace. Nakonec popiseme numericky algoritmus a jeho programovou rea-
lizaci pro vypocet stavové nebo vystupni zpétné vazby na zédkladé modalnich
pozadavki. Nejprve se vSak budeme zabyvat otdzkou podminénosti feseni
Sylvesterovy rovnice.

11.1 Podminénost reseni Sylvesterovy rovnice

Chceme-li zkoumat vliv nepfesnosti ve vstupnich datech a vliv zaokrouh-
lovacich chyb na vysledcich pfi jakémkoliv vypoctu, je nutné zkoumat tzv.
podminénost tlohy, kterou fesime. Pfipomenme, Ze tlohu nazyvame dobie
podminénou, jestlize mald zména ve vstupnich datech vyvold malou zménu
feseni. Tedy podminénost tlohy je nezavisla na konkrétni (numerické) rea-
lizaci algoritmu fesiciho tuto tlohu.

Uvazujme maticovou rovnici

AX - XL+ R=0, (11.1)
kde A € R™" L € R**%. Podle véty 3.3 ji lze piepsat na ekvivalentni tvar
P[X]s=—[R]s, (11.2)

kde
P=(A®IL) - (I, L") (11.3)

a [X]s ([R]s) znadi jednosloupcové matice utvorené tak, ze sloupce matice
X (R) dame pod sebou do jednoho sloupce. Symbol ® znaéi operator pro ten-
zorovy soucin matic. Na zakladé znalosti citlivosti linearnich soustav vime,
7e jestlize P je $patné podminéna matice (tj. ¢islo Ko(P) =| P ||| P71 ||,
kde || . || zna¢i spektralni normu matice, je velké), potom malé zmény v A L
a R mohou zpisobit velké zmény v feSeni. Oznacime-li

d(X)=AX — XL (11.4)

a definujeme-li normu v prostoru linearnich transformaci z R™** do R™**
predpisem

1 FX) Il g

[ERYE SR, | f = maepoes e,
X5
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kde || . || zna&i euklidovskou normu (tj. | w3 = > L wi 1%), potom
plati

@ =l P<[F A+ L, (11.5)
kde || . || zna¢i spektralni normu a P je definovano vztahem (11.3). Jestlize
® je regularni, potom

- : 12 1x] ™ -
H 0] 1 H: minxcrnxs TE :H P 1 || . (116)
X &

Nyni uvazujme vypocet feSeni maticové rovnice (11.1) na pocitaci se stro-
jovou presnosti €. V takovémto pripadé lze ocekéavat zaokrouhlovaci chyby
faducel| Al g, ell L || g a€|l R p ve vstupnich datech matic A, L a R do-
konce pred zapocetim jakychkoliv vypocti. Tedy v nejlepsim piipadé jsme
schopni urcit feseni X , které spliiuje maticovou rovnici

(A+E)X - X(L+F)+ (R+G) =0,

kde
[Ellg<elAlg (11.7)
[Fllg<elLllg (11.8)
[Gllg<el R g (11.9)

Ptame se, jak pfesné by mohlo byt takové X7 Uzitim standardni perturbacni
analyzy [42] je mozné dokazat nasledujici vysledek.

Véta 11.1 Nechf AX — XL+ R=0, (A+E)X+X(L+F)+(R+G) =
0, ®(Z) = AZ — ZL je regularni, R je nenulové, (11.7) - (11.9) plati a

_ 1
el Allg+ 1 LIgll@ I <5, (11.10)

potom

IX-X| _
< <Al Allg+I Ll e (11.11)
1 X &

Vztah 11.11 udéava odhad pro relativni chybu feseni X. Obecné lze
Tici, ze pfi ndhodném charakteru zaokrouhlovacich chyb lze ocekévat chybu
fadu e | @71 ||. Odhad || 7! || je tady velmi cenny pro posouzeni piesnosti
v praktickych vypoctech. Nejlepsi, avSak téz nejnakladnéjsi zptsob odhadu
je singularni dekompozice matice P = A ® I, — I, ® LT uZitim podpro-
gramu SVD z EISPACKu [43]. Méné nékladné je vyuziti riznych odhadu

v/

¢isla podminénosti matice P [44]. Nejpfistupnéjsi je odhadnout podminénost

73



P pomoci vlastnich ¢isel matice A a L. Vlastni ¢isla matice P jsou ve tvaru
A= AE kde M € 0(A) a AF € o(L), a tedy

R(A L) = %0 (X - 11.12
i, i J

neni prili§ velké (ve srovnéni s €) 1ze usuzovat, ze P neni $patné podminéna.
Poznamenejme, Ze 11.12 odpovida tzv. Toddovu éislu podminénosti viz. [45,
str. 137].

11.2 Numerické feSeni Sylvesterovy rovnice

Pro feSeni maticové rovnice
AX — XL+ R=0, (11.13)

kde A € R™" L € R**® a R € R"*° existuje celd fada metod, avSak
pouze nékteré vedou na stabilni numericky algoritmus. Napiiklad metody
zalozené na ruznych explicitnich vztazich pro feseni (11.13) a nebo metody
uzivajici transformaci A a L na diagonalni, Jordanovu a nebo Frobeniovu
formu, nemaji tyto pozadované vlastnosti. V soucasnosti se za nejlepsi pova-
zuji algoritmy navrzené v [46], tzv. Bartels—Stewartuv algoritmus, a v [47],
tzv. Hessenberg—Schurtv algoritmus, které jsou velice podobné a oba jsou
zaloZené na ekvivalenci maticovych rovnic (11.13) a

(AU (U XV) - (U XV)Y(VILV) + U 'RV =0, (11.14)

kde U a V jsou regularni matice prislusnych rozmeéri. Tyto algoritmy obsa-
huji nasledujici ¢tyri kroky:
Krok 1: Transformuj A a L do “jednoduché formy” pomoci podobnostnich

transformaci

A = UtAU
L' = V7LV

Krok 2: Nalezni feSeni UR' = RV pro neznamou R’.
Krok 8: Res transformovanou maticovou rovnici

A/X/_X/L/:R/

pro neznamou X'.
Krok 4: Nalezni feseni XV = UX' pro neznamou X.

V krocich 2 a 4 jsou feSeny soustavy linearnich rovnic, které obsahuji trans-
formacni matice U a V. Tyto soustavy budou dobfe podminéné jen v tom
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ptipadé, Ze matice U a V jsou dobfe podminéné. Bohuzel vétsina vhod-
nych transformaci (napf. vedoucich na Jordanovu nebo Frobeniovu formu)
v kroku 1 vede ke $patné podminénym maticim U a V' (viz [48]). Jestlize jsou
vsak U a V ortogonalni matice (tj. UTU = I) jsou jejich ¢isla podminénosti
rovny jedné a relativni chybu vypocteného reSeni mizeme ocekavat malou.
To je dtivod, pro¢ obé dale uvedené metody uzivaji pouze ortogonélnich
transformaci.

11.2.1 Bartels—Stewartuv algoritmus [46]

Jak jiz bylo uvedeno, Bartels—Stewarttiv algoritmus se sklada ze ¢tyt krokt.
V kroku 1 je matice A transformovana na dolni redlnou Schurovu formu A’
ortogonalni transformaci U; tj. A je redukovana na dolni blokové trojtuhel-

nikovou matici

/ 0

11

A=vrAau=| : - : (11.15)

/ /

pl App
kde kazdy blok A’, je maximalné fadu 2. Podobné matice L je redukovana
na horni redlnou Schurovu formu L’ ortogonalni transformaci V'

n o Ly,
L'=VTLV = U I (11.16)
0 Iy,

kde kazdy blok L., je maximalné fadu 2. Jestlize nyni

/ /
u -
R = : : (11.17)
- By
(R’ je matice ziskana v kroku 2) a
X, oo X,
X'=| : : (11.18)
no X

jsou matice rozdélené na bloky kompatibilné s rozdélenim na bloky matic
A’ a L', potom maticova rovnice v kroku 3 lze prepsat na

k-1 -1
A Xia = Xig Ly + Rig + ) A Xj =Y XjuLiy =0 (11.19)
J=1 i=1

(k=1,2,...,p;1=1,2,...,q).
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Tyto rovnice mohou byt fesenu postupné pro X1y, X5, ..., X1, Xig, X5, .. .

Reseni X maticové rovnice (11.13) je nakonec ziskdno v kroku 4, tj. X =
Ux'vr.

Redukce A a L na redlnou Schurovu formu je provedeno standardni
technikou; nejprve Householderovou metodou redukujeme matici na Hes-
senbergovu formu a potom @R algoritmem na Schurovu formu. Programova
realizace je detailnéji popsana v [43].

11.2.2 Hessenberg—Schuruv algoritmus [47]

Hessenberg—Schurtv algoritmus spoc¢iva v jednoduché modifikaci piedcho-
ziho algoritmu. Jedna z matic A a L, feknéme A, neni redukovéna na realnou
Schurovu formu, ale pouze na Hessenbergovu formu. Tim se usSetii urcité
mnozstvi operaci jinak nutnych k provedeni itera¢niho QR algoritmu. Re-
Seni maticové rovnice v kroku 3 je v dtisledku toho trochu komplikované;jsi,
ale celkové dojde k tispofe poctu operaci. Zvlast vyhodny je tento algoritmus
v pripadé, ze matice L mé apriory Schurovu formu, potom ¢asové narocny
QR algoritmus je iplné eliminovan.

11.2.3 Leverier—Faddé&jevuv algoritmus

Dale uvedena nova metoda vychazi ze vztahu (3.14) a (3.15) véty 3.5 do-
kézané v kapitole 3 a zndmého Leverier-Faddé&jevova algoritmu pro vypo-
Cet charakteristického polynomu matice (viz napt. [45]). V tab. 11.1 a 11.2
jsou uvedena vypoctova schémata odpovidajici po fadé vztahim (3.14) a
(3.15) ve formé vhodné k ovéfeni spravnosti algoritmti. V obou pfipadech,
prvé tti sloupce tvoii Leverier—Faddéjeviv algoritmus, ¢tvrty sloupec urcuje
pa(L), popiipadé gr(A) Hornerovym algoritmem pro vyéisleni polynomu
a paty sloupec pocitd —(R,, + p1Rp—1) + -+ + pp—1R1) v prvém piipadé a
—(Rs+q1Rs—1)++ - +qs—1R1) ve druhém ptipadé (viz (3.14) a (3.15)). Dale
jsou uvedeny algoritmy vhodné pro programovou realizaci téchto vypocto-
vych schémat. Poznamenejme, Ze se nejednéd o numericky stabilni algoritmy
a muze se tedy stat, ze vysledky ziskané témito algoritmy se dosti lisi. Exis-
tence dvou algoritmti miize byt tedy s vyhodou uzita ke kontrole.

Algoritmus 11.1 (viz tab. 11.1)

Krok 1: S=1,,P=1,, H=R,i=1
Krok 2: T = AS

Di = —%trT
S :T—Fpifn
P=LP+p;l
Krok 3: Jestlize i = n jdi na krok 4, jinak
H=HL+ SR
1=1+1
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jdi na krok 2
Krok 4: X = HP™!

Algoritmus 11.2 (viz tab. 11.2)

Krok 1: S=1I,, P=1, H=R,i=1

Krok 2: T = LS
qi = —%trT
S=T + qu
P=AP+ qu
Krok 3: Jestlize ¢ = s jdi na krok 4, jinak
H=AH+ RS
t=1+1

jdi na krok 2
Krok 4: X = —P~'H

11.3 Vypocet zpétné vazby

Uvedeme vypoctovy postup realizujici algoritmus 5.2. Modifikace tohoto po-
stupu pro algoritmy uvedené v kapitolach 6, 8, 9 a 10 jsou jednoduché a jsou
z divodu struénosti vypustény. Nasim cilem je, aby vysledny program splio-
val pozadavky na kvalitni software. Z tohoto diivodu je sestaven z ovérenych
a spolehlivych stavebnich kament - podprogramu AXPXB fesiciho Sylveste-
rovu maticovou rovnici Bartels—Stewartovym algoritmem [46] a programu
pro singularni dekompozici matice SVD ze znamého EISPACKu [43]. Uloha
prifazeni poli je pro systémy vyssiho fadu (n > 5) ¢asto Spatné podminéna a
proto je vhodné o pripadném vyskytu této skuteénosti navrhare informovat.
Prislusny vypocet ¢isel podminénosti je provadén pomoci singularni dekom-
pozice piislusné matice. Nyni uvedeme nédvrh numerické realizace algoritmu
5.2.
Program ve Fortranu 4 je uveden v dodatku A.

Krok 1: Vyber L v redlném Jordanové tvaru.

Krok 2: Uréi é&islo podminénosti Ko(P)” matice P = A® I, — I, ® LT po-
moci podprogramu SVD. Jestlize K5(P) je “velké” ve srovnani se
strojovou pfesnosti poéitace, jdi na krok 1. (Pro zvolenou L neni
mozné provést dostateéné presny vypocet.)

Krok 3: Uréi parametrickou matici Q(«) piislusnou k L.

Krok 4: Zvol hodnotu navrhového parametru a € R".

Krok 5: Nalezni feSeni X (o) maticové rovnice

AX — XL + BQ(a) =0

"Ko(P) = Zmaz  kde Omaz; Omin jsou po fadé maximélni a minimalni singularni hod-

nota matice P.
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podprogramem AXPXB.

Krok 6: Uréi ¢islo podminénosti K2(X (a)) matice X (o) pomoci podprogra-
mu SVD. Jestlize Ky(X () je “velké” ve srovnani se strojovou
presnosti poc¢itace, jdi na krok 4 (popfipadé na krok 1), jinak uréi
efektivni pseudoinverzi matice X («) pomoci podprogramu SVD.

Krok 7: Vypocti F(a) = Q(a) X+ (), kde X (a) je efektivni pseudo-
inverze matice X («) urcena v kroku 6.

Poznamenejme, Ze krok 2 je znacné naro¢ny na pamét poditade a v pri-
padé potieby mize byt vypustén. Podobné vypocet ¢isla podminénosti v kroku
6 muze byt vynechan a vypocet efektivni pseudoinverze miize byt nahrazen
obyc¢ejnou inverzi. V takovémto piipadé vsak musime pocitat s obcasnym
selhanim algoritmu.

Pro malé osobni pocitace se vySe navrzeny postup pro svoji slozitost
nehodi. Jednoduse programovatelny algoritmus je pro tento pfipad uveden
v dodatku B.
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12 Praktické priklady

V této kapitole budeme na praktickych piikladech ilustrovat vyuziti nékte-
rych diive odvozenych modalnich algoritmti. VSechny uvedené vypocty byly
provedeny pomoci dvou interaktivnich programt pro modalni rizeni. Prvy
s nazvem MODCON je sestaven v jazyku FORTRAN 4 a byl implemen-
tovan na pocitaci SM3 a SM4. Jadro tohoto programu tvofi podprogramy
pro modalni Fizeni (viz ptiloha A), podprogramy pro vypocet vlastnich ¢isel
matice (viz [43]) a podprogramy pro parametrickou optimalizaci (viz [55]).
Podrobnéjsi popis presahuje ramec této prace. Druhy program je sestaven
v jazyku BASIC a byl implementovan na osobnim pocitaci ZX81. Tento pro-
gram poslouzil k ovéreni jednoduse programovatelnych algoritmid popsanych
v kapitole 11 a v priloze B.

12.1 Priima regulace vystupniho tahu valcovaného pasu v pri-
padé desetivalcové stolice SKODA 2xC3-1200

Rizeny elektromechanicky systém (viz obr. 12.1) obsahuje: motor (M) s ty-
ristorovym méni¢em (TM) a reguldtorem proudu kotvy (Riy), pruzny hiidel
(PH), navijeci buben se svitkem (NB), pruzny pas (PP) a snimac¢ tahu (ST).
Jeho podrobny popis je uveden v [50]. Vysledny stavovy model mé tvar

T = Ax+biu-+ by
— Cu, (12.1)

kde 27 = [ig, i1, Ap, w1, wa, T'] a i, je proud kotvy motoru (M), i; je vnitini
stav PI regulatoru proudu kotvy (Riy), Ay je Ghel zakrouceni hiidele (PH),
w1 jsou otacky motoru (M), wy jsou otacky navijectho bubnu (NB) a T je
tah ve valcovaném pasu (PP); u £ i* je vstup do regulatoru proudu kotvu
a v je porucha v rychlosti paru vystupujiciho ze stolice.

v

— 2
|

PH
A U

obr. 12.1
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Matice A, b1, ba, C' jsou ve tvaru

[ —484.325 337.5 0.0 —144 0.0 0.0
—142.857 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
4 - 0.0 0.0 0.0 100.0 —100.0 0.0
- 57.065 0.0 —135.863 0.0 0.0 0.0
0.0 0.0  396.056 0.0 0.0 —47.5173
0.0 0.0 0.0 0.0  50.9336 0.0
[ 448.876 [ 0.0 ]
142.857 0.0
0.0 0.0
b = 0.0 » ba= 0.0
0.0 0.0
| 0.0 | | —83.84 |
[0 001 00
¢ = 00000 1]°

Vlastni ¢isla matice A jsou:
—340.51; —0.202 44 234.56; —144.33; —0.03673 + 724.297.

Z polohy pdli je ziejmé, ze systém je velmi kmitavy na dvou vlastnich
frekvencich - torzni kmity h¥idele (37.33 Hz) a podélné kmity vélcovaného
pasu (3.87 Hz). Pfechodové charakteristiky nefizeného systému jsou znézor-
nény na obr. 12.3 . Cilem syntézy reguldtoru tahu je odstranéni nezadouci
kmitavosti nefizeného systému, dostatecné rychla eliminace poruchy, nulova
odchylka tahu od pozadované hodnoty v ustaleném stavu a konecné jed-
noduché struktura regulatoru. V dalsim navrhneme parametry ki, ko a ks
reguldtoru tahu pevné struktury znazornéného na obr. 12.2 tak, aby tyto
cile syntézy byly splnény.

Zformulovanou tulohu pfevedeme na tlohu ¢asteéného prifazeni péla po-
moci vystupni zpétné vazby pro systém

& = Ax+ Bu

= Cz, (12.2)
kde
A |0 by C | 0
A= ——————— , b= — |, C=| ———————
0 01]0 0 0 0 | 1

(Systém (12.2) je systém (12.1) rozsifeny o integrator.)
Vystupni zpétnou vazbou mizeme systému (12.2) pfiradit libovolnym
zpusobem maximélné tii pdly. (V programu MODCON mohou byt tyto
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STATE

-rpoiad

| |
| |
| K, |
T |
0 |
| k2 > | u >
| S |
| |
| |
(OF
; K, |
| |
L |
obr. 12.2
o
g _
0
o
o
©
o
o
<
o
o
o~
o
o
o
3
N‘ I I I I T I
0.00 0.04 0.08 0.12 0.16 0.20 0.24
TIME [s]

obr. 12.3: odezva na jednotkovy skok v fizeni u (nefizeny systém)
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STATE

-0.50 0.50 1.50 2.50 3.50

-1.50

\ \ \ \ T \
0.00 0.04 0.08 0.12 0.16 0.20 0.24

TIME [s]

obr. 12.4 odezva na jednotkovy skok v poruse v (fizeny systém)
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poly zvoleny pfimo a nebo s pomoci optimaliza¢niho procesu, ktery hleda
takové rozlozeni poli, aby byly splnény nékteré dalsi podminky na uzavieny
systém.)

Zvolime-li pfifazované poly nasledovné (viz doporuceni v [56]):

—26.0 & 53.4; —35.4

obdrzZzime
K =[kski ko] =]—-1.790 — 1.898 — 51.52]

a poly uzavieného systému jsou:
—20.46 +1224.61; —178.01 +¢115.44; —26.0 = ¢53.4; —35.4.

Prechodové charakteristiky uzavieného systému jsou znazornény na obr. 12.4.

12.2 Rizeni teplotniho procesu

Laboratorni teplotni proces [22] je zndzornén na obr. 12.5. (Stavovy diskrétni
model tohoto procesu je ¢asto vyuzivan v literatufe k testovani algoritmu
pro navrh diskrétnich reguldtori minimalniho poctu kroki.)

u. o regul CHLADIC
! teploty
ﬁ L b PELTIERUV ELEMENT
y, < STRIBRNA DESTICKA
Y <
Y < e
Y, < MEDENA TYCKA
Y5 <
Y6 <
Y, <
u, L> regul.
> teploty

obr. 12.5

Rizeny systém se skldd4 z 45 cm dlouhé médéné tycky s konstantnim
prufezem ulozené v izola¢nim prostiedi. Teploty na koncich tycky jsou ¥i-
zeny vstupy ui a uz. Podél tycky je umisténo sedm snimact teploty v ekvi-
distantnich vzdalenostech - jejich udaje y1,¥y2,. .., y7 tvorl méfitelny vystup
systému. Proces muze byt popsan s dostateénou pfesnosti [22] stavovym
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modelem ve tvaru

[ —a; a9 i [ as 0 7
bs —b1 by —b3 —bs O
—b3 b2 —by by —b3 0 0

T = —b3 b2 —bl b2 —bg T+ 0 0 u

—b3 by —b1 by b3 0 0
—b3 by —by b9 0 —bs

! az —ap | L 0 ax |

(12.3)

ar = 0.732962 - 1071
as = 0.366301 107"
by = 0.916113-1071
by = 0.488402-107!
by = 0.305251-1072

Pro tento systém navrhneme diskrétni stavovy regulator minimalniho poctu
krokt. Na rozdil od [22] a [51] uvedeme vSechna feSeni této tlohy v para-
metrickém tvaru. Dominantni ¢asova konstanta systému (12.3) je 176.14s.
Periodu vzorkovani zvolime 7' = 60s. Pro pfislusny diskrétni systém

Tpy1 = Az + Buy,
plati:
a) vlastni ¢isla matice A jsou:

0.71132
0.26349
0.057604
0.0089006
0.0010349
0.00010595
0.00001665

b) :U(AaB) = {47 3}

Nasim cilem je nalézt vSechny stavové zpétné vazby F' takové, Zze A+ BF =
L, kde

h

I
SO OO oo oo
[l eleleloNel S
el eleolBeoBeol =
(=N eleoBel o]
OO OO oo oo
SO OO OO
O R O O O OO
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Parametrickd matice Q(«) pfislusna k matici L ma podle véty 7.1 tvar
100 00O0O
Q(O‘)_[a000100’
kde o € R je ndvrhovy parametr. Uzitim algoritmu 5.2 obdrzime (vysledky
jsou zaokrouhleny na ¢tyii platné cifry):
1. proa=0

Foe —0.3648 —0.5060 —0.6072 —0.5517 —0.4058 —0.2332 —0.1168
—0.1049 —-0.2122 —-0.3743 —0.5161 —0.5756 —0.4850 —0.3529

2. proa=-0.9

e —0.4619 —0.6769 —0.8636 —0.8408 —0.6622 —0.4042 —0.2140
—0.002855 —0.02265 —0.08997 —0.1955 —0.2914 —0.2955 —0.2452

Podle dusledku 7.1 véty 7.2 lze kazdy prvek mnoziny F (A, B, L) vyjadrit
pravé jednim zptisobem ve tvaru

F(B) = Fo + B(F1 — Fp).

Poznamenejme, ze pro § = —0.0584091 obdrzime “symetrickou” zpétnou
vazbu F5 ve tvaru

Py — a b c de f g
g f e d c b al’
kde
a = —0.3592
b = —-0.4961
¢ = —0.5923
d = —-0.5348
e = —0.3908
f = —0.2232
g = —0.1112

12.3 Rizeni navijeciho soustroji

Stavové rovnice navijeciho soustroji [53] jsou

& = Ax + Bu, (12.4)
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kde

-1 0 -11 10
0 -1 0 1 0 0
A= -1 1 0 0| b= 01
0 0 1 1 0 0

Systém (12.4) je nestabilni; vlastni ¢isla matice A jsou —1.618; 0.618; 1.0; —1.0.
V [53] je navrzena stavova zpétna vazba pro systém (12.4) pfifazujici uza-
vienému systému ¢tyinasobny pdél —5. V tomto prikladu ukédzeme, Ze zptiisob
vypoctu zpétné vazby pouzity v [53] (omezujici se pouze na zpétné vazby

s hodnosti jedna) silné omezuje t¥idu moznych Feseni.

Necht
-5 1 0 O
0 -5 1 0
=19 0o =5 1 (12.5)
0 0 0 -5
Parametrickd matice Q(«) pfislusna k matici L méa tvar
fri1] r
Q(a) = [ 0 b o d},a—[a,b,c,d] ; (12.6)

kde a, bcd jsou ndvrhové parametry (viz definice 5.2). V [53] jsou uvedeny®
dvé zpétné vazby patfici do mnoziny F (A, B, L):

a | —625.3 882.0 606.3 -—777.4

B = Fla) = [ —625.3 882.0 606.3 —777.4 }

(Fy ziskdme algoritmem 5.2 pro hodnotu névrhového partametru a; : a =
Lb=1c=1,d=1)

Fy 2 Fag) [—172.8 428.8 51.25 —257.6]
2 = 2) —

—518.3 1286.3 153.8 —772.8

(Fy ziskdme algoritmem 5.2 pro hodnotu névrhového partametru ap : a =
3,b=3,¢c=3,d=3).
Urc¢ime dalsi dvé zpétné vazby z F (A, B, L):

1. S pomoci algoritmu 5.2 a parametrické optimalizace uréime F3 £
F(a3) € F (A, B, L) tak, aby cislo podminénosti Ko(X (a3)) modalni
matice X (a3) bylo minimalni. (Tato podminka vyjadiuje pozadavek
na robustnost stavové zpétné vazby [54]). Odstartujeme-li proces nu-
merické optimalizace z pocateénich hodnota =1, 0=1,c=1,d =1,
obdrzime

—4.056 24.33 04773 1.561

A _
= Flas) =1 107 6414 —14.95 —75.46

8V [53] je F1 uvedena chybné.
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pro
a=1.081; b =24.07; ¢ = —2.741; d = 8.047. (12.7)

Piislusné ¢islo podminénosti Ko (X (a3)) = 669.2. Pro srovnani Ko (X () =
313078.0 a Ka(X(az2)) =249775.0.

. Uzitim algoritmu 5.2 a parametrické optimalizace uréime Fy 2 F(ay) €
F (A, B, L) tak, aby euklidovska norma || Fy || ; zpétné vazby Fy byla
minimalni.

(Tento pozadvek vede vétsinou na prakticky pouzitelné zpétné vazby.)
Odstartujeme-li proces numerické optimalizace z poc¢atecnich hodnot
navrhovych parametri danych rovnostmi (12.7), obdrzime

—7.428 39.54 1.169  3.087

A —
= Falaa) = | 565 0.03467 —11.57 —52.37

pro
a = 30.66; b = 38.67; ¢ = 27.69; d = 21.07.

Ptislusnad norma || Fy || = 67.36. Pro srovnéani || F; || 5 = 2069.2;
| By ||y = 168L.3; || Fy || p = 103.2.
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13 Zavér

Syntézu linedrnich zpétnovazebnich obvodi metodou modalniho Fizeni lze
rozdélit do tii kroki:

1. Vybér struktury zpétné vazby (stavova, vystupni, dynamicka, decen-
tralizované atd.).

2. Vybér pozadovanych spektralnich vlastnosti matice dynamiky uzavte-
ného systému.

3. Vypocet zpétné vazby.

Prvé dva kroky vyjadruji inzenyrské pozadavky navrhare transformo-
vané do pozadavki na strukturu a na spektralni vlastnosti. V této trans-
formaci je patrné hlavni askali syntézy metodou modalniho fizeni. Problém
spociva predevsim ve vhodné? volbé spektralnich pozadavkil. Navzdory exis-
tenci celé fady praci na toto téma, zlustava zde mnoho otevienych otazek.
Druhy vazny problém syntézy metodou modéalniho fizeni spociva v tom, ze
v obecném pripadé systému s vice vstupy pozadavky obsazené v 1 a 2 neur-
¢uji jednoznac¢né ptislusnou zpétnou vazbu. Z celé mnoziny fesSeni je potom
nutné vybrat tu zpétnou vazbu, kterd vyhovuje dodatecnym podminkam
- napiiklad tu, jejiz nékterd norma je minimalni, jejiz nékteré prvky jsou
nulové a nebo tu, kterd minimalizuje nékterou jinou kriteridlni funkci. Zda
se, ze jediny zpusob, jak tento vybér provést, je parametrickd optimalizace.
Jeji uziti vsak vyzaduje popis vSech feseni v parametrickém tvaru. Autorovy
dfive znamé metody Tesici treti krok syntézy, neumoziiuji explicitni a efek-
tivni parametrizaci vSech zpétnych vazeb spliiujicich podminky obsazené v 1
a 2. V praci jsou uvedeny algoritmy fesici dostate¢né obecné tlohy modal-
niho fizeni a spliujici vySe zminéné pozadavky na parametrizaci. Zakladni
a v jistém smyslu uplny je vysledek o parametrizaci mnoziny F (A, B, L)
vsech stavovych zpétnych vazeb pfifazujicich matici dynamiky A+ BF uza-
vieného systému zadanou Jordanovu formu L pomoci minimélniho poctu
parametri. Stejnym pristupem jsou feSeny tlohy netplného modalniho pii-
fazeni pomoci stavové vystupni a nebo dynamické zpétné vazby a tplného
prifazeni polti pomoci vystupni zpétné vazby. Zde vSak zlstavaji, v pripadé
vystupni zpétné vazby, nékteré oteviené problémy tykajici se predevsim tpl-
nosti feSeni. Zajimavy vysledek je dosazen v parametrizaci vsech diskrétnich
stavovych reguladtori miniméalniho poc¢tu krokt. Zde obecné nelinearni para-
metrizace mnoziny F (A, B, L) muze byt nahrazena linedrni. V praci je dale
znacné pozornost vénovana numerickym aspekttim navrzenych algoritmt a
jsou uvedeny praktické piiklady. V praci uvedené algoritmy jsou vhodné
prorealizaci interaktivniho programu pro névrh fidicich systémti metodou
modalniho fizeni.

9Naptiklad vhodna volba pélé uzavieného systému zavisi asto na fyzikalni podstaté
fizeného systému.
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A Prtiloha

FDBCK je podprogram v jazyku FORTRAN 4 realizujici algoritmus 5.2 a
jeho modifikace popsané v kapitolach 6 a 8. Numericka realizace algoritmu
je podrobné popsana v kapitole 11. Zde je uveden tuplny fortransky koéd

podprogramu.
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B Priloha

Algoritmy pro vypocet stavové zpétné vazby F' pfifazujici danou Jordanovu
formu L matici dynamiky A + BF uzavieného systému vhodné pro malé
osobni pocitace. Jsou uvedeny dva v jistém smyslu dualni algoritmy. Pied-
poklddame A, L € R"*", B € R™™ F € R™*".

Algoritmus 1 :

Krok 1: Zvol L v redlném Jordanové tvaru.

Krok 2: Uréi parametrickou matici Q(«) pfislusnou k L.
Krok 3: Zvol hodnotu navrhového parametru o € R".
Krok 4: S=1,, P=1,, R=H =BQ(«a),i=1

Krok 5: T = AS

pi = —%trT
S:T-Fpif
P=LP+pl
Krok 6: Jestlize i = n jdi na krok 7, jinak
H=HL+ SR
1=1+1

jdi na krok 5
Krok 7: F(a) = Q(a)PH ™!

Algoritmus 2 :

Krok 1: Zvol L v realném Jordanové tvaru.

Krok 2: Uréi parametrickou matici Q(«) piislusnou k L.
Krok 3: Zvol hodnotu navrhového parametru oo € R".
Krok 4: S=1,,P=1,, R=H = BQ(a),i=1

Krok 5: T = LS
q; = —%trT
S=T+ qu
P=AP+ qu
Krok 6: Jestlize i = n jdi na krok 7, jinak
H=AH+ RS
t=1+1

jdi na krok 5
Krok 7: F(a) = —Q(a)H P
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